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In der vorliegenden Diplomarbeit werden fiir einige Beispiele eindimen-
sionaler simplizialer Komplexe konkrete Bilder der von Joachim Cuntz in
[3] definierten assoziierten universellen C*-Algebra ermittelt, deren K-
Gruppen berechnet, und verschrinkte Produkte beziiglich einfacher Zs-
und Zs-Gruppenoperationen betrachtet. Anschliefend wird untersucht,
wie weit die angewendeten Techniken verallgemeinert werden konnen.

Allgemein ist die Arbeit eine kleine Beispielsammlung zum Gebiet “nicht-
kommutative Topologie”, welches geometrische Objekte (z.B. simpliziale
Komplexe) durch C*-Algebren ersetzt (klassisch die Algebra der steti-
gen Funktionen auf den betrachteten Réumen, im vorliegenden Fall eine
nichtkommutative Abwandlung) und die klassischen Methoden der (al-
gebraischen) Topologie (z.B. K-Theorie als eine verallgemeinerte Koho-
mologietheorie) in der Sprache der C*-Algebren umformuliert.
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1 Einleitung

1.1 Ausgangspunkt der Arbeit

Ausgangspunkt der vorliegenden Diplomarbeit war die Untersuchung der
universellen C*-Algebra mit einem Erzeuger z, welcher die Gleichung
22* 4+ z*z = 1 erfiillt. Hinzufiigen der Relation “z normal” liefert eine
kommutative C*-Algebra mit einem “universellen” unitédren Erzeuger
V22, dessen Spektrum der Kreis ist. Insofern kann man die Ausgangsal-
gebra als einen “nichtkommutativen Kreis” auffassen.

Ziel war die Berechnung der K-Gruppen dieser Algebra. Als Zwischen-
schritt sollte ihr Spektrum — die Menge der irreduziblen Darstellungen —
bestimmt und daraus ein konkretes Bild der Algebra (z.B. als matrixwer-
tige Funktionenalgebra auf einem geeigneten Raum) gewonnen werden.
Als zweites sollten einfache Zo-Wirkungen auf dieser Algebra betrachtet
und die K-Gruppen der entsprechenden verschriankten Produkte berech-
net werden.

1.2 Mathematischer Kontext

Ziel der Arbeit war die Aneignung einiger Grundtechniken der “nicht-
kommutativen Topologie” anhand eines geometrisch motivierten Bei-
spiels.

Allgemein bezeichnet nichtkommutative Topologie das Programm, die
Begriffe und Methoden der klassischen (algebraischen) Topologie — Ho-
motopie, Kohomologie, Puppe-Sequenzen etc. — auf C*-Algebren zu iibert-
ragen. Ausgangspunkt ist dabei die Gelfand-Dualitét zwischen lokalkom-
pakten Rédumen und kommutativen C*-Algebren.

Das beste Beispiel dafiir ist wahrscheinlich die K-Theorie: In der Topolo-
gie ordnet man jedem lokalkompakten Raum X die universelle Gruppe
K°(X) zu, die von der Menge der Vektorbiindel auf X mit der Ope-
ration der direkten Summe erzeugt wird. Setzt man nun K "(X) :=
K°(S"X), n € N, wobei S"X die n-te Finhingung des Raumes X be-
zeichnet, so erhélt man eine Folge K* von Funktoren, die eine verallge-



meinerte Kohomologietheorie definieren.

Im algebraischen bzw. analytischen Kontext ersetzt man den Raum X
durch die Funktionenalgebra C'(X), und ein Vektorbiindel V iiber X
durch die Menge I'(V') der Schnitte dieses Biindels. Einem Satz von
Serre-Swan nach ist I'(V') ein endlich erzeugter projektiver Modul iiber
C(X). Nun definiert man fiir eine beliebige C*-Algebra A die Grup-
pe Ko(A) als universelle Gruppe der endlich erzeugten projektiven A-
Moduln (mit direkter Summe als Operation), und erhélt, indem man die
Konstruktionen aus der algebraischen Topologie nachbildet, eine Koho-
mologietheorie fiir C*-Algebren.

Zentral fiir die Theorie ist der Periodizitétssatz von Bott, der besagt,
da die Funktoren K, jeweils fiir alle geraden bzw. ungerade Zahlen n
isomorph sind, so daf§ sich die Theorie auf zwei Gruppen K, und K re-
duziert. Das hat unter anderem zur Konsequenz, daf sich die K-Gruppen
in vielen Beispielen explizit ausrechnen lassen.

Ein natiirlicher Untersuchungsgegenstand der nichtkommutativen To-
pologie sind nichtkommutative Deformationen von Funktionenalgebren,
wie z.B. die eingangs beschriebene Algebra. Es stellte sich heraus, daf
diese schon in der Literatur untersucht und u.a. als ein nichtkommu-
tativer simplizialer Komplex beschrieben worden war (s. [5], [3]). Ein
simplizialer Komplex ist eine kombinatorische Beschreibung einer Trian-
gularisierung eines topologischen Raumes, und aus dieser kombinatori-
schen Beschreibung kann die C*-Algebra der stetigen Funktionen des zu-
grunde liegenden Raumes durch Angabe von Erzeugern und Relationen
rekonstruiert werden. Laft man nun die Bedingung, dafl alle Erzeuger
miteinander kommutieren sollen, fallen, so erhélt man einen “nichtkom-
mutativen simplizialen Komplex” — eine nichtkommutative C*-Algebra,
welche die urspriingliche Funktionenalgebra als maximalen kommutati-
ven Quotienten enthélt.

Eine zentrale Untersuchungsrichtung der nichtkommutativen Topologie
sind Gruppenoperationen. Im klassischen Fall einer Gruppenwirkung auf
einem topologischen Raum ist der zugehorige Orbit- bzw. Quotienten-
raum zwar stets erklart, tragt aber héufig eine pathologische Topologie
oder enthélt zuwenig Information {iber die jeweiligen Orbits. Im “nicht-
kommutativen Fall” | in dem eine Gruppe G auf einer nichtkommutativen
C*-Algebra A mittels eines Homomorphismus « : G — Aut(A) operiert,
ist ein Quotientenraum “gar nicht in Sicht”. Er wird ersetzt durch ein
verschranktes Produkt A x, G, welches im wesentlichen dadurch ent-
steht, dafl man fiir jedes Gruppenelement g € G ein unitéires Element
uy zu A so hinzufiigt, dal Konjugation mit u, gerade der Wirkung von
g entspricht.

Operiert in dem klassischen Fall die Gruppe G hinreichend regulédr auf



dem Raum X, so hat das entsprechende verschréankte Produkt C'(X)xG
im wesentlichen dieselbe Darstellungstheorie wie die Funktionenalgebra
C(X/G@G) des Quotientenraumes (genauer: die Algebren sind Morita-aqui-
valent), und insbesondere haben beide Algebren dieselben K-Gruppen.

1.3 Inhalt der Arbeit

Nachdem die urspriingliche Aufgabenstellung bearbeitet war und An-
dreas Thom mich darauf hinwies, dal die Berechnung der K-Gruppen
bereits in dem Artikel (s. [5]) erfolgt war, lag es nahe, fiir die Diplomar-
beit weitere Beispiele nichtkommutativer simplizialer Komplexe zu be-
trachten.

Erfolgreich konnten lediglich einige eindimensionale Komplexe behandelt
werden. Fiir diese wurde zunéchst ein konkretes Bild der zugehérigen —
abstrakt durch Erzeuger und Relationen definierten — universellen C*-
Algebra bestimmt, und darauf aufbauend ihre K-Gruppen berechnet.

Aus den Beispielen konnten zwei Kriterien abgeleitet werden, die besa-
gen, fiir welche eindimensionalen simplizialen Komplexe die assoziierte
Algebra bereits kommutativ ist, und wann das Verkleben zweier sim-
plizialer Komplexe an vorgegebenen Punkten — abstrakt ein push-out
von Komplexen — auf dem Niveau der assoziierten C*-Algebren einem
pull-back entspricht (fiir die Funktionenalgebren ist dies stets der Fall).

Zweitens wurden einfache Zo- bzw. Zz-Operationen auf den nichtkom-
mutativen simplizialen Komplexen betrachtet und die K-Gruppen der
entsprechenden verschriankten Produkte berechnet.

Fiir eindimensionale simpliziale Komplexe, die als Graphen betrachtet
bipartit sind, konnte die assoziierte C*-Algebra einfach durch eine von
Projektionen (mit vorgegebenen Relationen) erzeugte universelle C*-
Algebra beschrieben werden. Da es nicht gelang, allgemeine Aussagen
iber solche Algebren zu gewinnen, wurde statt dessen eine Klasse univer-
seller C*-Algebren untersucht, die durch einen deutlich eingeschrénkten
Satz zuldssiger Relationen beschrieben werden konnen. Diese erlaubten
Relationen konnen in einem Graph kodiert werden, und mittels Indukti-
on {iber den Aufbau des Graphen kann ein konkreteres Modell der asso-
zilierten Algebra konstruiert werden. Unter Annahme einer Vermutung
von Joachim Cuntz und E. Germaine, die fiir einen Spezialfall von Klaus
Thomsen bewiesen wurde, konnen aus der Konstruktionsvorschrift die
K-Gruppen der jeweiligen Algebren abgeleitet werden.



1.4 Gliederung der Arbeit und Abgrenzung
des eigenen Anteils

Im ersten Kapitel werden die erforderlichen Grundlagen aus der Litera-
tur bereitgestellt. Dazu wurden im wesentlichen die Biicher [4] und [1]
verwendet.

Der erste Abschnitt von Kapitel 3 behandelt ausfiihrlich einen nichkom-
mutativen Kreis. Danach werden abwechselnd Beispiele nichtkommu-
tativer simplizialer Komplexe behandelt, und anschliefend die an den
Beispielen angewendeten Techniken verallgemeinert. Die Beispiele und
Verallgemeinerungen bauen aufeinander auf.

Der Abschnitt 3.3 von Kapitel 3 enthélt allgemeine Aussagen iiber eine
kleine Klasse von C*-Algebren, die von Projektionen erzeugt werden,
und kann unabhéngig von dem Hauptteil gelesen werden.

Der Inhalt des Kapitels 3 ist mit Ausnahme des ersten Abschnittes
vollstédndig selbst erarbeitet, alle Beispiele sind von mir selbstéindig auf-
gestellt und behandelt worden. Die Beweise der Lemma 2.3.2.2 und von
Satz 2.3.2.3 sowie 2.4.0.6 sind eigenstidndig aufgeschrieben, aber (in we-
sentlich allgemeinerer Form) bereits bekannt.



2 Grundlagen

2.1 C*-Algebren

Dieser Abschnitt fafit die grundlegenden Definitionen und Konstruktio-
nen, welche fiir die Behandlung der Beispiele in Kapitel 3 ben6tigt wer-
den, zusammen.

2.1.1 Definition

2.1.1.1 Definition. Fine Banach-Algebra A ist eine komplexe Algebra
mit einer Norm || - ||, beziiglich derer A wvollstindig ist, und die submul-
tiplikativ im Sinne ||ab|| < ||al|||b]| ist.

FEine C*-Algebra A ist eine Banach-Algebra mit einer isometrischen In-
volution x : A — A, die konjugiert linear ist und den Bedingungen

(a*)" = a, (ab)* = b*a”, |la*al| = ||aH2, a,be A,

genigt.

Fine C*-Algebra A heifst unital, wenn sie eine 1 enthdlt und ||1]] = 1
gilt.

Ein stetiger Homomorphismus ¢ : A — B zwischen zwei C*-Algebren
heifit *-Homomorphismus, falls ¢(a*) = ¢(a)* fir alle a € A. Sind A
und B unital, so wird im folgenden stets ¢(1) = 1 vorausgesetzt.

Im folgenden sind mit Idealen im Fall von C*-Algebren stets beziiglich
Norm und * abgeschlossene Ideale gemeint.

Fiir eine Teilmenge S einer C*-Algebra A bezeichne (S) die von S er-
zeugte C*-Unteralgebra von A (d.h. die kleinste beziiglich Norm und *
abgeschlossene Unteralgebra von A, die S enthilt).

Typische Beispiele unitaler C*-Algebren sind die Algebra C'(X) der ste-
tigen komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten Raum X und
die Algebra B(H) der beschrankten Operatoren auf einem Hilbertraum
H. Tatséchlich besagt ein Theorem von Gelfand, Naimark und Segal,



daf jede kommutative unitale C*-Algebra von der ersten Form fiir einen
geeigneten Raum X, und jede beliebige C*-Algebra eine Unteralgebra
von B(H) fur einen geeigneten Raum H ist.

2.1.1.2 Definition. FEin Element a einer C*-Algebra A heift

o selbstadjungiert, falls a* = a;

unitér, falls aa®™ = a*a =1;

Projektion, falls a* = a® = a;

partielle Isometrie, falls aa*a = a;

Symmetrie, falls a unitir und selbstadjungiert ist;

positiv, falls a = b*b fiir ein b € A.

Ist A unital, so ist das Spektrum o(a) von a definiert als o(a) := {\ €
C | a — Al nicht invertierbar in A}.

Es ist leicht zu zeigen, dal das Spektrum eines jeden Elementes einer
unitalen C*-Algebra kompakt ist.

2.1.1.3 Theorem (Spektraltheorem fiir normale Elemente). Sei A eine
unitale C*-Algebra und a € A normal. Dann ist die von a erzeugte C*-
Unteralgebra (1,a) C A kommutativ.

Bezeichne z : o(a) — C die identische Funktion. Dann definiert die
Vorschrift z — a einen x-Isomorphismus C(o(a)) — (1, a). O

2.1.2 Konstruktionen mit C'*-Algebren

Zuerst betrachten wir verschiedene Konstruktionen, um aus vorgegebe-
nen C*-Algebren neue Algebren mit gewissen universellen Eigenschaften
zu bilden. Danach erldutern wir, wie man C*-Algebren abstrakt durch
Angabe von Erzeugern und Relationen beschreiben kann. Ein Hauptan-
liegen des Kapitels 3 wird es sein, unter Verwendung der erstgenann-
ten Konstruktionen konkrete Modelle solcher abstrakt definierten C™*-
Algebren zu bauen.

2.1.2.1 Definition/Lemma. o Ist A eine C*-Algebra und I C A
ein Ideal, so ist der Quotient A/I, versehen mit der Norm |la +
I|| :==inf{|la + b|| | b € I}, wieder eine C*-Algebra.
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o Sind A und B zwei C*-Algebren, so ist ihre direkte Summe A ® B,
versehen mit der Norm ||(a, b)|| := max{||a||, ||b]|}, wieder eine C*-
Algebra.

o Ist A eine C*-Algebra, so ist die Algebra M,,(A) der nxn-Matrizen
iiber A, versehen mit der Involution (a;;); ; = (a3;)i; und der durch

lall = sup{[lab”||a» |0 € A", |[b]lan =1}, @€ M,(A),
definierten Norm, wieder eine C*-Algebra.

o Sei A eine C*-Algebra. Ihre Unitalisierung A~ ist die Algebra A &
C, versehen mit dem Produkt

(@, A) - (b, ) = (ab + ap + Ab, Ap)
und der durch

[(a, V]| ;= sup [lab+ Ab||
beA,||b]|=1

definierten Norm. Diese Algebra ist eine unitale C*-Algebra.

o Sei A eine C*-Algebra und X ein kompakter Raum. Dann ist die
Algebra C(X, A) der stetigen A-wertigen Funktionen auf X, ver-
sehen mit den punktweisen Operationen und der Norm || f|| =
max{||f(x)| | x € X}, wieder eine C*-Algebra.

e Sei B eine C*-Algebra mit zwei C*-Unteralgebren C° und C*.
Dann st

S(B;C° CY) = {feC(0,1],B)] f(t) € C" firt=0,1}

eine C*-Unteralgebra von C([0,1], B).
Die Einhdngung SA einer C*-Algebra A ist definiert als SA =
S(A;0,0).

o Sei A eine komplexe Algebra mit einer konjugiert-linearen Abbil-
dung *x : A — A, welche die Bedingungen (a*)* = a und (ab)* =
b*a* erfillt. Angenommen, fir jedes Element a € A ist der Aus-
druck

la|| := sup{||p(a)|||p: A — B(H) *-Homomorphismus, H Hilbertraum}

(2.1)
endlich. Dann definiert dies eine Halbnorm auf A, und die Ver-
vollstandigung des Quotienten A/{a € A ||la|l| = 0} beziiglich der
induzierten Norm ist eine C*-Algebra. Sie heifit die einhiillende
C*-Algebra von A.
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Nun zur Konstruktion von pull-backs und push-outs:

2.1.2.2 Definition/Lemma. Seien A, B und C' drei C*-Algebren mit
x-Homomorphismen ¢ : A — C und v : B — C. Dann ist das pull-back
AyVy B von A und B bzgl. ¢ und ¢ definiert als

AgVy B = {(a,b) € A® B|(a) = v(b)} .

Dies ist eine C*-Unteralgebra von A ® B, versehen mit offensichtlichen
Strukturabbildungen 74 : AV B — A, ng: AV B — B sowie ¢ V i) :=
pompa=tpomg: AVB —C.

Das pull-back hat die folgende universelle Fi- A
genschaft: Sei D eine C*-Algebra und sei- 7
ena : D — A [ : D — B zwei x- o /
Homomorphismen mit ¢ o = 1 o 3. Dann D ~AvVB
existiert genau ein x-Homomorphismus = : &
D— AVB mita=m4 07 und f=mgor. A B

Bemerkung. Seien X und Y topologische Rdume mit ausgewéhlten
Punkten z € X und y € Y. Die Auswertung an den Punkten z und y
definiert *-Homomorphismen ev, : C(X) — C und ev, : C(Y) — C,
und es gilt C(X VY) = C(X) ¢, Ver, C(Y). Wir werden spiter eine
dhnliche Vertréglichkeit fiir eindimensionale simpliziale Komplexe und
deren assoziierte C*-Algebren beweisen (Satz 3.2.5.3).

2.1.2.3 Definition/Lemma. Seien A, B und C drei C*-Algebren mit
x-Homomorphismen ¢ : C' — A und ¢ : C — B.

Sei X die freie komplexe x-Algebra mit Erzeugern A1 B und der durch
(X129 xp) =ak ... ah -t v, € AL B, definierten konjugiert-
linearen Involution. Bezeichne I das von den Elementen

(ara2) — ay - ag, ay,ap € A, (biba) — by - ba, bi,by € B, ¢(c) —(c), ce C

erzeugte x-Ideal von X .

Dann ist das push-out A g, B von A und B beziiglich ¢ und v definiert
als die einhiillende C*-Algebra von X/I (man iberlegt sich leicht, daf
die auf X/1 gemdfS (2.1) definierte Seminorm wirklich endlich ist).

Sie ist versehen mit den offensichtlichen Strukturabbildungen ¢4 : A —
Apxy B, 1tp 0 B — Agxy B sowie 1o : C — Agxy B. Falls C eine
gemeinsame Unteralgebra von A und B ist, schreiben wir fir das push-
out der Inklusionen C'— A, B einfach A *c B.
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Das push-out hat die folgende wuni-
verselle Eigenschaft: Sei D eine C*-
Algebra und seien o : A — D, ( :

B — D zwei x-Homomorphismen mit Ba_*ﬁ_ =D

J

ao¢ = [ o. Dann ewmistiert ge-
nau ein x-Homomorphismus (a * [3) :
A¢*¢B—>D mit (O&*ﬂ)OLA =« und
(axfB)owp=p.

}

Nun zur Beschreibung von C*-Algebren mittels Erzeuger und Relatio-
nen:

2.1.2.4 Definition. Sei A eine Indexmenge und bezeichne C{z, x5\ €
A} die freie kompleze Algebra mit Erzeugern xy, x5 (A € A).

FEine C*-Algebra A heifst universelle C*-Algebra mit Elementen ay (\ €
A) und Relationen P, € C{zy, x|\ € A} (v € I), falls

o in A fiir alle . € I die Gleichung P,(ax]\ € A) =0 gilt,’

o und zu jeder anderen C*-Algebra B mit Elementen by (A € A), die
gleichfalls die entsprechenden Relationen P,(by|\ € A) erfiillen,
genau ein x-Homomorphismus A — B mit ay — by existiert.

Sinngemdf wird die Sprechweise universelle C*-Algebra mit positiven /selbst-
adjungierten/. .. Erzeugern verwendet.

Die Frage der Eindeutigkeit universeller C*-Algebren wird durch ab-
strakten Nonsens positiv beantwortet. Die Existenz hingegen ist nicht
immer gesichert. Wir werden sie stets nur in folgenden Féllen benttigen
(und nur fiir den ersten Fall beweisen):

e alle Erzeuger sind Projektionen,
e alle Erzeuger sind unitér,

e cs liegen nur endlich viele Erzeuger vor, diese sind positiv, und ihre
Summe ist 1.

2.1.2.5 Lemma. Seien A und I Indexmengen und P, € C{x)|\A €
A} (v € I). Dann existiert stets eine universelle C*-Algebra mit Pro-
jektionen x (A € A), und Relationen P, (v € I).

I'Mit der Bezeichnung ist natiirlich gemeint: fiir den durch z) — ay, Ty > ay
definierten Homomorphismus gilt P, — 0.
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Beweis: Setze
B = C{my\|]A € A}/(P, zy — a3 |t €I, NEA),
und definiere % : B — B als konjugiert-lineare Abbildung durch
a1 ... ay] — [an-...-a1], a; € {xx| X €A}

Dann existiert die einhiillende C*-Algebra von B, weil die Restklassen
[z,] die Algebra B erzeugen, und fiir jede x-Darstellung p : B — B(H)
und jedes A der Operator p([x,]) eine Projektion ist und folglich Norm
kleiner gleich 1 hat. Diese einhiillende C*-Algebra hat die gewiinschte
universelle Eigenschaft. O

2.1.3 Irreduzible Darstellungen von C*-Algebren

Eine Technik, um konkrete Bilder von abstrakt definierten C*-Algebren
zu gewinnen, d.h. sie beispielsweise als matrixwertige Funktionenalge-
bren darzustellen, besteht darin, ihre irreduziblen Darstellungen zu be-
stimmen. Wir fassen die erforderlichen Hilfsmittel zusammen und wen-
den sie dann an einem Beispiel an, das in Kapitel 3 noch von Interesse
sein wird.

2.1.3.1 Definition. FEine Darstellung einer C*-Algebra A auf einem
Hilbertraum H ist ein x-Homomorphismus p : A — B(H). Sie heifst
irreduzibel, falls es keinen nichttrivialen Unterraum H' C H g¢ibt, der
unter p(A) invariant ist im Sinne von p(A)H' C H'.

2.1.3.2 Satz. Fine Darstellung p : A — B(H) einer C*-Algebra A ist
irreduzibel genau dann, wenn nur skalare Operatoren mit p(A) kommu-
tieren, d.h. {T'€ B(H) |Va € A: [T, p(a)] =0} = C1 gilt.

Insbesondere wirkt in einer irreduziblen Darstellung jedes zentrale Ele-
ment von A skalar. O

Den folgenden Satz benotigen wir spéter haufig, um die Injektivitat von
diversen x-Homomorphismen zu zeigen:

2.1.3.3 Satz. Sei A eine C*-Algebra. Dann trennt die Menge ihrer ir-
reduziblen Darstellungen ihre Punkte: fiir jedes Element a € A existiert
eine irreduzible Darstellung p : A — B(H) mit p(a) = ||a]|. ]

Das folgende Lemma — zusammen mit der Tatsache, dafl das Bild einer
C*-Algebra unter einem *-Homomorphismus stets abgeschlossen ist —
werden wir spater hiaufig anwenden, um die Surjektivitdt diverser x-
Homomorphismen auf den Satz von Stone-Weierstraf3 zuriickzufiihren:
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2.1.3.4 Lemma. Sei A eine C*-Algebra. Dann ist die Unteralgebra end-
licher Linearkombinationen ), a;f; von Elementen a; € A und Funktio-
nen f; € C(0,1) dicht in SA. O

Das nachfolgende Lemma ist aus [2] ibernommen und wird in Kapitel
3 benétigt:

2.1.3.5 Lemma. i) Bezeichne C*(p,q) die universelle unitale C*-
Algebra zweier Projektionen p und q. Dann definiert die Zuordnung
(1,0) x1 — p, 1% (0,1) — q einen Isomorphismus C? x¢; C* —

C*(p,q)-
i1) Die Vorschrift

o (85 am (o) e T e

definiert einen Isomorphismus C*(p,q) — S(M(C); C?,C?) (vgl.
Definition 2.1.2.1), wobei C* — My(C) via (a,b) — diag(a,b).

Beweis: 1) Folgt einfach aus den universellen Eigenschaften der Alge-
bren.

ii) Existenz und Surjektivitit des angegebenen *-Homomorphismus fol-
gen aus der universellen Eigenschaft von C*(p,q) und einem leichten
Stone-WeierstraB3-Argument. Injektivitéit folgt daraus, dafl jede irreduzi-
ble Darstellung p : C*(p,q) — B(H) iiber den Homomorphismus fakto-
risiert:

Eine einfache Rechnung zeigt, daf das Element (p—q)? = p+q—pqg—qp
in C*(p, q) zentral ist. Folglich ist p((p — q)?) = t skalar. Beziiglich der
Zerlegung H = p(q)H @ p(1 — q)H hat p(p) die Form

o= (5 5):

und folglich hat p(p — ¢)*> = p(p + ¢ — pq — qp) die Gestalt

A B 10 A 0 A B\ (1-4 0
(B* D)+<0 0)_(3* o)‘(o 0)_( 0 D)'
Somit sind A und D skalar (und reell), und aus A = A? + BB* sowie
B*B+D? = D folgt, dal B skalares Vielfaches eines unitiren Elementes
ist. Da die Darstellung irreduzibel ist, mufi B auch skalar sein. Man sieht
nun leicht, daf ein ¢t € [0,1] mit A = 2(t), D = s*(t) und B = c(t)s(t)
existiert. O
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2.2 K-Theorie von C*-Algebren

In diesem Abschnitt werden die K-Gruppen K, (A) einer C*-Algebra A
definiert und die wichtigsten Eigenschaften der Zuordnung A — K,(A)
zusammengefafit. So, wie Kohomologietheorien in der algebraischen To-
pologie auf die Klassifikation topologischer Raume bis auf Homotopie ab-
zielen, sind auch die K-Gruppen fiir C*-Algebren wesentliche Homotopie-
Invarianten. Das wichtigste Mittel, um K-Gruppen auszurechnen, sind
exakte Sequenzen (eine Folge A - B 5 C abelscher Gruppen heift
exakt, wenn ker m = im ¢ gilt ).

2.2.0.6 Definition. Seien A und B zwei C*-Algebren. Zwei x-Homomorphismen
¢, : A — B heiffen homotop, geschrieben ¢ ~y 1, falls es einen Pfad

von x-Homomorphismen ¢y : A — B,t € [0,1], mit ¢pg = ¢ und ¢, = 1

gibt, so daf fir alle a € A die Abbildung [0,1] — A, t — ¢(a), stetig

15t.

Die Algebren A und B heiffen homotopie-aquivalent, geschrieben A ~y,

B, falls es zwei Homomorphismen ¢ : A — B und ¢ : B — A gibt, so

dafs ¢ o) ~p idg und 1 o ¢ ~y, idy.

Wie in der Einleitung gesagt, ist Ky(A) fiir eine C*-Algebra A definiert
als die universelle Gruppe, die von den endlich erzeugten projektiven Mo-
dulen tiber A mit der direkten Summe als Halbgruppenoperation erzeugt
wird. Es erweist sich als hilfreich, dies mittels Projektionen in Matrixal-
gebren iiber A umzuformulieren. Dazu benutzt man die Tatsache, daf3
jeder endlich erzeugte projektive Modul als direkter Summand in einen
Standardmodul der Form A™ eingebettet werden kann und isomorph zu
einem Modul der Form pA™ mit einer Projektion p € M,,(A) ist.

Zunéchst mufl der Begriff des Isomorphismus fiir Module in die Spra-
che der Projektionen iibersetzt werden. Dies leistet die Murray-von-
Neumann-Aquivalenz (fiir B habe man dabei M, (A) im Auge). Die an-
deren Aquivalenzbegriffe sind technisch hilfreich.

2.2.0.7 Definition. Zwei Projektionen p und q einer C*-Algebra B hei-
fsen

e (Murray-von Neumann-) dquivalent, geschrieben p ~ q, falls p =
v*v und g = vv* fiir eine partielle Isometrie v € B;

e unitir dquivalent, geschrieben p ~, q, falls p = u*qu fir ein
unitares Element u € B;

e homotop, geschrieben p ~y, q, falls p und q durch einen normste-
tigen Pfad von Projektionen in B verbunden sind.
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Der folgende Satz zeigt, daB die verschiedenen Aquivalenzbegriffe zusam-
menfallen, wenn man statt B = M, (A) alle Matrixalgebren My(A), k €
N, gleichzeitig betrachtet:

2.2.0.8 Satz. Seien p und q Projektionen in einer C*-Algebra B. Dann
qgilt
P~hq = P~uq = P (

und

p q : p q
pqi(o)u(o) sowzepuq:><0)h(0).

O

So, wie man in der algebraischen Topologie die K-Gruppen zuerst fiir
kompakte Rdume definiert und dann fiir lokalkompakte Rdume deren
Einpunktkompaktifizierung verwendet, definiert man die K-Gruppen zu-
erst fiir unitale C*-Algebren, und anschlielend fiir nicht-unitale, indem
man zu deren Unitalisierung iibergeht:

2.2.0.9 Definition. e Sei A eine unitale C*-Algebra und sei Mo (A) 1=
U, M.(A)/= die Menge der Matrizen beliebiger Grifie iiber A mit
der Identifikation a = diag(a,0),a € M,(A). Bezeichne V(A) die
Menge der Aquivalenzklassen von Projektionen in My (A) beziiglich
der von ~ induzierten Relation. Die Gruppe K (A) ist die univer-
selle Gruppe der Halbgruppe V(A) beziglich der Operation [a] &

-

e Sei ¢ : A — B ein x-Homomorphismus unitaler C*-Algebren.
Dann induziert ¢ vermdge der Abbildungen M,(¢) : M,(A) —
M, (B), (aij);; — (#(ay));, eine Abbildung Mo(A) — Mxo(B)
und einen Homomorphismus V (A) — V(B) von Halbgruppen (leicht
nachzupriifen), und somit einen. Homomorphismus ¢, : Ki (A) —
K{(B).

e Sei A eine beliebige C*-Algebra und A~ ihre Unitalisierung. Be-
zeichne € : A~ — C die Projektion (a,\) — X. Dann ist Ko(A)
definiert als der Kern der Abbildung e, : Ki (A~) — K (C).

e Sei ¢ : A — B ein x-Homomorphismus, und ¢~ : A~ — B~ seine
Unitalisierung (a, ) — (¢(a), A). Definiere ¢, : Ko(A) — Ko(B)
als die Einschrinkung von ¢7 @ K§ (A™) — K (B™) auf Ko(A)
(man priift leicht nach, daf dies wirklich wohldefiniert ist).
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Folgende Eigenschaften der obigen Konstruktion sind grundlegend und
leicht bzw. nicht sehr schwer zu zeigen:

2.2.0.10 Satz. e (Homotopie-Invarianz) Seien ¢,1 : A — B zwei
x-Homomorphismen von C*-Algebren. Dann folgt aus ¢ ~y 1) die
Gleichheit ¢, = 1.

e (Halbexaktheit) Sei 0 — I — A — B — 0 eine exakte Sequenz
von C*-Algebren. Dann ist die induzierte Sequenz

Ko(I) — Ko(A) — Ko(B) (2.2)
exakt (in der Mitte).

o (“einfache” Stabilitiat) Fir jede C*-Algebra A und jedes n € N ist
Ko(M,(A)) natiirlich isomorph zu Ky(A).

o (Additivitét) Seien A und B zwei C*-Algebren. Dann induzieren
die Projektionen mq : A® B — A und g : A® B — B einen
Isomorphismus Ko(A ® B) =225 Ko (A) @ Ko(B). O

Um etwas iiber die rechte Seite (und nicht nur die Mitte) der exakten Se-
quenz (2.2) aussagen zu konnen, iibertrdgt man eine Technik (basierend
auf der Puppe-Sequenz) zur Konstruktion von Kohomologietheorien aus
der algebraischen Topologie:

2.2.0.11 Definition. Fir eine C*-Algebra A und eine Zahl n € N ist
die n-te K-Gruppe K, (A) definiert als K,(A) := Ky(S"A), wobei S"A
die n-te Einhingung S(S(---S(A)---)) bezeichnet.

Jeder x-Homomorphismus ¢ : A — B induziert kanonisch einen -

Homomorphismus S™A — S™ B, und somit einen Homomorphismus ¢, :
K,(A) — K,(B) fir jedesn € N.

Man sieht leicht, daf sich die Eigenschaften von K, aus Satz 2.2.0.10
auf alle K,,, n € N, {ibertragen.

Die Umformulierung der Puppe-Sequenz aus der algebraischen Topologie
liefert nun:

2.2.0.12 Lemma. Sei 0 — I 5 A % B — 0 eine exakte Folge von
C*-Algebren. Dann existiert eine lange exakte Sequenz

LKD) 2 K (A) D Ky (B) 2 Ko(I) 2 Ko(A) 25 Ko(B).

Dabei sind die Abbildungen 0 : K, 1(B) — K,(I) natiirlich in folgendem
Sinne: Ist
0—I—A—B—0

L

0—10—A—DB—0
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eine exakte Leiter von C*-Algebren (d.h. das Diagramm kommutiert, und
die Zeilen sind exakt), so kommutiert das induzierte Quadrat

Kn1(B) 2= K, (1)

B*i i%«

Ko (B') 2= K, (I')
ur alle n € N. O
[

Fundamental (u.a. weil er eine Aussage tiber die rechte Seite der Se-
quenz (2.2) macht, und somit konkrete Berechnungen erleichtert bzw.
tiberhaupt ermoglicht) ist:

2.2.0.13 Theorem (Bott’s Periodizitéts-Satz). Es existiert eine natirli-
cher Isomorphismus K.,o = K., d.h. fir jede C*-Algebra A und jedes
n € N ezistiert ein Isomorphismus 3% : K,y2(A) — K, (A) derart, daf
fiir jeden x-Homomorphismus ¢ : A — B die “Natirlichkeitsbedingung”
BB 0 ¢y = @y 0 B4 erfiillt ist. 0

Es existiert noch ein anderes Bild von Ki: Sei A eine C*-Algebra. Be-
zeichne U,(A) die Gruppe der unitédren Elemente u € M, (A™) mit
u =1, mod M,(A), und U(A) C U,(A) die Zusammenhangskompo-
nente der 1. Die durch u — diag(u, 1) definierten Einbettungen U, (A) —
Un+1(A) induzieren Homomorphismen U,,(A)/UR(A) — Un41(A) /UYL (A),
n € N, und es gilt:

2.2.0.14 Satz. Die Gruppe Ki(A) ist natirlich isomorph zu dem direk-
ten Limes der Gruppen U, (A)/U2(A) iiber n. O

Aus der langen exakten Sequenz von Lemma 2.2.0.12 erhélt man mit
Theorem 2.2.0.13 und dem obigen Bild von Kj:

2.2.0.15 Satz. Sei 0 — I % A % B — 0 cine exakte Folge von C*-
Algebren. Dann existiert eine exakte 6-Term-Folge

Ko(I) > Ko(A) 2> Ko(B)

o} |s

Ky(B) o Ki(A) TKl(I)-

Bezeichne e, die 1 in M, (C) bzw. deren Bild in My(C) unter den kano-
nischen Einbettungen fir k > n.

Die Abbildung 6 : Ko(B) — Ki(I) ist gegeben durch §([p] — len]) =
lexp(2mix)], wobeip € My (B™) eine Projektion mitp = e,, mod M, (B)
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und x ein beliebiger Lift von p nach My, (A™) ist.
Die Abbildung 0 : K1(B) — Ko(I) ist gegeben durch O([u]) = [we,w™']—
len], wobei u € U,(B) und w ein Lift von diag(u,u™") nach Uy, (A) ist.

Die Sequenz ist natirlich im gleichen Sinn wie in Lemma 2.2.0.12. [

Leicht zu sehen ist

2.2.0.16 Korollar. Sei 0 — I — A % B — 0 eine exakte Folge von
C*-Algebren, die spaltet, d.h. es existiert ein x-Homomorphismus 1 :
B — A mit ¢ o = idg. Dann sind in der zugehdrigen 6-Term-Folge
von K-Gruppen die Abbildungen § und O beide 0. ]

In Kapitel 3 werden die meisten Beispiele auf Algebren der Form S(B; C°, C1)
fithren. Zur Berechnung der K-Gruppen dieser Algebren kann man aus
dem obigen Satz folgende Mayer-Vietoris-Sequenz (2.3) ableiten:

2.2.0.17 Satz. Sei B eine C*-Algebra mit C*-Unteralgebren C° und C*,
und sei B = S(B;C° C'). Die Auswertung ev : E — C°® C*' an den
Randpunkten 0 und 1 des Intervalles [0, 1] liefert eine exakte Sequenz

0—-SB—-ESC'gCt -0,

und diese liefert eine exakte Sequenz

K,(B) Ko(E)=> Ko(C°) & Ko(C") (2.3)
il*—iO*T iin—io*

K\(C%) © K\(Ch) =5, K1 (E) Ko(B),

wobei i; : C7 — B die Inklusion bezeichnet. Die Sequenz ist wieder
natirlich in gleichem Sinne wie in Lemma 2.2.0.12. 0

Als erstes Beispiel notieren wir die K-Gruppen von C: Die endlich er-
zeugten projektiven Moduln iiber C — komplexe endlichdimensionale
Vektorrdume — werden bereits durch ihre Dimension klassifiziert. Zwei-
tens kann man induktiv leicht zeigen, daf§ die Gruppen U, (C) fiir alle n
wegzusammenhéngend ist. Daraus folgt

2.2.0.18 Satz. Ky(C) = [1]Z und K, (C) = 0. O

Als Beispiel berechnen wir K, (C(S')): Die Auswertung an einem Punkt
induziert eine exakte Sequenz 0 — SC — C(S') — C — 0, die offen-
sichtlich spaltet, und somit liefert die 6-Term-Folge wegen K,(SC)
Ki(C) = 0 und Ky(C) = K,(SC) = Z das Ergebnis Ky(C(S1))
K (C(SY)) =2 Z.

[raml
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Die folgende Vermutung von Joachim Cuntz und E. Germain wurde un-
ter Annahme der untenstehenden Voraussetzungen i) und ii) von Klaus
Thomsen bewiesen (s. [9]).

2.2.0.19 Vermutung. Sei C' eine gemeinsame C*-Unteralgebra zweier
C*-Algebren A und B. Dann existiert eine exakte Sequenz

Ko(C) Ko(A) ® Ko(B) — Ko(A*c B) (2.4)

T l

Kl(A*CB)<—K1(A)@K1(B) Kl(C),

wobei die waagerechten Abbildungen von den Inklusionen induziert sind.

2.2.0.20 Theorem. In der obigen Situation gelte

i) es existieren bedingte Erwartungen A — C und B — C;

ii) C ist endlichdimensional.
Dann existiert die exakte Sequenz wie oben vermutet.

Jeder #-Homomorphismus ¢ : A — C mit ¢|c = id¢ ist eine bedingte
Erwartung, und in allen unseren Anwendungsfillen wird solch ein *-
Homomorphismus existieren.

2.3 Diskrete Gruppen und C*-Algebren

Dieser Abschnitt faBt die Grundlagen fiir die spétere Betrachtung von
Gruppenoperationen in Kapitel 3 zusammen.
Im folgenden sei G stets eine diskrete Gruppe.

2.3.1 Verschrankte Produkte fiir diskrete Gruppen

2.3.1.1 Definition. e Fine unitire Darstellung m von G ist ein Ho-
momorphismus von G in die Gruppe der unitiren Operatoren auf
einem Hilbertraum H. Die Darstellung heifst irreduzibel, falls 7(G)
mit keiner nichttrivialen Projektion kommutiert.

e Die C*-Gruppenalgebra C*(G) von G ist die einhiillende C*-Algebra
der (algebraischen) Gruppenalgebra CG, die definiert ist als der
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komplexe Vektorraum mit Basis G, versehen mit dem Produkt

(50 (50) 5]

gelG g9'eG heG \ g,9'eG
g9'=h

und der Involution

(Sns) =Tt
geG geqG

FEin C*-dynamisches System (A, G, «) ist eine C*-Algebra A mit
einer Gruppe G und einem Homomorphismus o von G in die Au-
tomorphismengruppe Aut(A) von A.

Fine kovariante Darstellung (p, ) des dynamischen Systems be-
steht aus einer Darstellung p von A und einer unitdren Darstellung
m von G auf demselben Hilbertraum H, welche die Bedingung

m(g)p(a) = plag(a))m(g), a€AgeG
erfiillen.

Sei (A, G, a) ein C*-dynamisches System. Bezeichne C.(G, A) den
Vektorraum der A-wertigen Funktionen auf G mit endlichem Triger.
Wir schreiben die Elemente dieses Raumes als formale Summen
deG agg, ay € A, und versehen ihn mit der Multiplikation

(Z agg> : (Z bg’g/> =SS agaulby) |

geG g'eG heG \ g,9'€eG
g9'=h

und einer Involution

<Z agg> =Y g7tar =) ag(a))g

geG geG geG

Das verschrankte Produkt A x, G von A und G beziiglich « ist
die einhiillende C*-Algebra von C.(G, A).

Seien (A,G,a) und (B,G,[3) zwei dynamische Systeme. Ein *-
Homomorphismus ¢ : A — B heifit Aquivariant (beziiglich o und
B), falls Byotp = Yoay fir alle g € G gilt. In diesem Fall induziert
Y einen x-Homomorphismus ¥ X G : A xo G — B x5 G durch

> agg = > b(ag)g.
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Bemerkung. Man sieht leicht, daf fiir jede Darstellung ¢ : C.(G, A) —
B(H) die Abschétzung

P(5)

gilt und somit die einhiillende C*-Algebra wirklich existiert.

< Z lo(agg)l] < Z lag|la

geG geG

2.3.1.2 Lemma. Sei (A, G,a) ein dynamisches System.

o A ist natiirlich in Ax,G als Unteralgebra enthalten. Falls A unital
ist, so ist G natiirlich in der Gruppe der unitiren Elemente von
A x, G enthalten.

e [ine kovariante Darstellung (p, ) des Systems definiert eine Dar-
stellung

pun (Z%g> - (Zp<ag>w<g>>

geG geqG
des verschrinkten Produktes A x, G.

o Ist A unital, so definieren die Zuordnungen (p,m) — p x 7 und
¢ — (bla, d|c) eine Aquivalenz der Kategorien der Darstellungen
des verschrinkten Produktes und des dynamischen Systems.

Wir notieren noch die Vertréaglichkeit von verschréankten Produkten mit
pull-backs und push-outs:

2.3.1.3 Lemma. Seien (A, G, ), (B,G, ) und (C,G,~) drei dynami-
sche Systeme mit derselben endlichen Gruppe G.

o Seieng: A— Cund: B — C dquivariante x-Homomorphismen.
Dann definiert die Vorschrift g - (a,b) := (ag(a), By(b)) eine Grup-
penoperation oV 3 von G auf dem pull-back A 4V B. Die Struk-
turabbildungen ANV B — A, B sind beziglich der jeweiligen G-

Operationen dquivariant, und die Vorschrift Zg(ag, by)g — <Zg aqg, Zg, bgzg’>
definiert einen Isomorphismus

(ApVy B) %45 G = (A%, G) WG’W\N/G) (B x5 G).
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o Sei C eine gemeinsame Unteralgebra von A und B, und v die
Einschrankung von o und 3 auf C, d.h. ay|lc = v, = Byl fir alle
g € G. Dann induzieren die Operationen o« und 3 eine Wirkung
ax 8 von G auf Axc B, beziiglich derer die Strukturabbildungen
ta,tg : A, B — A xc B dquivariant sind, und die Abbildungen
taXGipxG:Axg G B xgG — (Axc B) X(axp) G induzieren
einen Isomorphismus (14 X G) * (tg X G) :

(A x,G) () (BxgG) = (Axc B) X(ag G.

2.3.2 Verschriankte Produkte mit Z,

Sei A eine C*-Algebra. Ein Automorphismus o € Aut(A) endlicher Ord-
nung n (d. h. @™ = idy) definiert eine Operation von Z, auf A, die
wir wieder mit o bezeichnen. Fiir spatere Untersuchungen wollen wir
das verschrinkte Produkt A x, Z, als Matrixalgebra darstellen. Dazu
ibertragen wir eine in [6] fiir den Fall n = 2 beschriebene Technik.

2.3.2.1 Definition. Sei G eine diskrete Gruppe und A eine C*-Algebra
mit einer Wirkung o : G — Aut(A). Die duale Wirkung der dualen
Gruppe G von G auf dem verschrinkten Produkt A X, G ist definiert

durch
Gy <Zagg> — <Z X(g)%9> , x€G.

geG geG

In der oben geschilderten Situation wird die duale Wirkung von Do & L,
auf dem verschrankten Produkt A x, G induziert von dem Automorphis-
mus

a: A X o Zn — A Xa Zn, <Z CLTUT’> —s (Z grar(jr> 7

T

wobei o € Z,, den kanonischen Erzeuger und & = exp(27i/n) die n-te
Einheitswurzel bezeichnet.

Vor dem wesentlichen Lemma einige Bezeichnungen:

Als Vektorraum ist A die direkte Summe der Eigenrdume A; von o zum
Eigenwert &, j = 0,...,n — 1 (s. [7]). Bezeichne P; : A — A; die
Projektion auf A; beziiglich der Zerlegung A = @®;A;.

Die Projektion }3] von A X, Z, auf den Eigenraum der dualen Wirkung
& zum Eigenwert & hat offenbar die Form )" a,0" +— a;0”.

Bezeichne S : A x4 Z, — A die durch ) a,0” — > a, definierte
lineare Abbildung, und setze @); := P;S sowie Qj = S]ADJ-.
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2.3.2.2 Lemma. (In diesem Lemma und dessen Beweis starten alle
Matriz-Indizes mit 0.) Die Vorschriften

6 b (aic}j_,.(b))”, ¥ b (Quid (b)), . bEAx,Z, (25)

definieren Einbettungen AXoZ, — M,(A), die durch eine unitdire n xn-
Matriz aus M, (C) konjugiert sind. Das Bild 1)(A X4 Zy,) ist die Unter-
algebra (A;j—;); ; C My(A).

Beweis: ¢ ist ein Homomorphismus: Fir b = )" b.0” und ¢ = ) ¢,0°

1st

@O, = Do (9s®)) of (@-4()) = S0 (s )
K

und

d(be)i; = ' Q;_i(be) = ' Q;_; (Z brar(cs)a”s) = (Z be_ic" (e, ) .
Die Vertréaglichkeit mit der Involution folgt mit b* =) «a”(b*,)o" aus

(6(0)7),; = & (Qis(0)" = &’ (bi_;) = a'(<? (b)) = ($(7)), ;-

Die Abbildungen ¢ und ¢ sind konjugiert via U = (£V),; € M,(C),
¢ = exp(2mi/n): Sei b, = Y, bF die Zerlegung in Eigenvektoren b¥ € Aj.
Dann ist

(U¢(b)U*)i,j = Z giko‘k (Ql—k(b)> f_lj = Z gik_ljak(b?—k) = Z §Zk ljgukbl k
Eu k.p
_ Z §(Z+M k- kjg l’JbM — 26“3 'S l’JbM Qj_zd_j(b) = p(D)s .

kU,

Ein Blick auf die jeweils erste Zeile oder Spalte in (2.5) zeigt, dafl ¢ und
injektiv sind. Ebenfalls offensichtlich ist die Inklusion im ¢ C (Aj_i)m..
Gleichheit folgt leicht aus der Surjektivitdt der Fouriertransformation
A" — A™ die definiert ist durch

(bO> ce n 1 (Z b 6m]> (Sa](b))]_o,..,n—l ’
7=0,...,n—1

O

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des Dualitiatssatzes von Takesaki-
Takai ([8]). Er soll hier nur die Niitzlichkeit des Lemmas 2.3.2.2 illustrie-
ren:
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2.3.2.3 Satz. Es gilt (A Xq Zn) Xg Zn = M,(A).

Bewers:  Wir wenden die Einbettung ¢ aus dem vorigen Lemma auf
A X2, mit der Z,-Wirkung & an. Der Eigenraum von & zum Eigenwert
&7 ist offensichtlich Ao? C A x4 7Z,. Somit liefert ¢ einen Isomorphismus
(A Xy Zp) Xg Ly, — (Aci™%); 5 C M, (A x4 Zy,). Die Abbildung

M, (A) — (Agj_i)i,jv (bi,j>z’,j = (O‘_i(b ,])OJ Z)

7.]’

ist offensichtlich eine Bijektion, und wegen

3 (07 i)t (07 o)™ = T )oK o0

k
=t (Z bi,kck,j> ol
k
(oz_’(b ,])UJ ’) = Uz_joz_’(b;j) = oz_](b;j)aj_’
ein *x-Homomorphismus. 0

2.4 Nichtkommutative simpliziale Komplexe

In diesem Abschnitt definieren wir die “geometrischen Objekte” unse-
rer Untersuchungen — zu jedem simplizialen Komplex assoziieren wir
eine (nichtkommutative) C*-Algebra, welche die Funktionenalgebra des
Komplexes als maximalen kommutativen Quotienten enthélt. Diese Kon-
struktion wurde von Joachim Cuntz in [3] eingefiihrt.

2.4.0.4 Definition. e Fin simplizialer Komplex Y st eine endli-

che® nichtleere Menge von Teilmengen (den Simplexen) einer Men-
ge Vs (der Ecken), so dafs

seVy = {s}eX

und
FeX 0£A£FECF = FEeX.

Y heifit n-dimensional, falls |o| < n+ 1 fir alle Simpleze o € %
qgilt.

2Gewohnlich 18t man zu, dafl ein Komplex unendlich viele Simplexe hat, die Be-
schriankung auf endliche Komplexe vereinfacht aber unsere Betrachtungen.
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o Ein simplizialer Komplex 3 heifit Flaggenkomplex, falls er in fol-
gendem Sinne durch seine 1-Simplexe bestimmt ist:

{50,..,8.} €Y & {si,8,} €Y firalle 0<i<j<n.

e FEine Abbildung zwischen simplizialen Komplexen 3 und Y ist eine
Abbildung f : Vs — Vs, die der Bedingung

{s0,.--sn} €Y = {f(s0),.--,f(sn)} €Y
genigt.

e Die geometrische Realisierung |X| eines simplizialen Komplexes ¥
st der Unterraum

{F 1 Ve = RIS, e f(5) = LTTof (s) = 0 falls {so,....5,} £ )
von RY= mit der Teilraumtopologie.

e Die C*-Algebra Cy, eines simplizialen Komplexes 33 ist die univer-
selle unitale C*-Algebra mit positiven Erzeugern hg,s € Vs, und
den Relationen

hsy ... hs, = 0 falls {so,...,sn} &2,
> hye = L

seVy

e Die C*-Algebra Cg eines Flaggenkomplexes ¥ ist die universelle
unitale C*-Algebra mit positiven Erzeugern hg,s € Vs, und den
Relationen

hshy = 0 falls {s,s'} €%,

> hy = L

seVy

Die Zuordnungen ¥ — Cy und X — C’g kénnen wie folgt zu Funktoren
fortgesetzt werden:

2.4.0.5 Satz. Eine Abbildung f zwischen simplizialen Komplexen 3 und
Y induziert einen x-Homomorphismus f*: Cy — Cyx gemdfs

hy — gy mit gy = Z he, s € Vs,
sef=1(s")

Falls ¥ und ¥ Flaggenkomplexe sind, definiert obige Vorschrift einen
s-Homomorphismus CL, — CL.
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Beweis: Wir miissen nachpriifen, daf§ die Elemente g, die Relationen
>y 9y =1und gy -...- gy =0 fir {sp,...,s,} ¢ X erfiillen. Das erste

folgt aus
ge=> > h=) h=L
)

SIEVE/ S’EVE/ sEffl(S’ seVx

Seien s, ..., s, € Vs mit {sp,...,s,} € X' Fiir beliebige Urbilder s; €
f7Ysl), 1 =0,...,n, muB dann {sq,...,s,} € 2 gelten, und somit ist

Gy e Gs, = Z Z Rgy - hs, = 0.

so€f~1(sy)  sn€fL(sh)
O

Sei ¥ ein Flaggenkomplex. Dann ist Cy; offensichtlich ein Quotient von
C{. Der folgende Satz unterstreicht, da Cy, “kommutativer” ist als CY..
Er folgt auch sofort aus dem wesentlich allgemeineren Theorem 2.7 aus

3]:

2.4.0.6 Satz. Sei X ein endlicher eindimensionaler simplizialer Kom-
plex. Dann gilt Cy, = C(|X]).

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daBl fiir jede irreduzible Darstellung p :
Cs, — B(H) die Bildalgebra p(Cy) kommutativ ist.

Fiir jedes t € Vs ist das Element g; := h;—h? zentral: Sei r € Vy beliebig.
Multiplizieren wir die Relation ZSEVE hs = 1 von links mit h,h; bzw. von
rechts mit A;h,., so erhalten wir

h.hih, + hoh? = h.hy, h.hih, + h2h, = hih,, r,t € Vy,r #t,

und folglich h.g; = h.hh, = g;h,. Somit ist p(g;) skalar.

Angenommen, p(g;) # 0. Dann ist fiir zwei verschiedene Ecken r, s € Vg
{t} das Produkt p(h,)p(hs) = 0 wegen h,.hsg: = 0 (letzteres gilt, weil X
eindimensional ist). Multiplizieren wir also die Relation »_ . p(h,) = 1
von rechts bzw. links mit h,, erhalten wir

p(hehe) + p(h2) = p(h.) = p(h?) + p(hih,),

und folglich kommutiert p(h,.) mit p(h;).

Angenommen, p(gs) = 0 fir alle s € V5. Dann ist p(hs) =: Ps eine
Projektion fiir jedes s € V. Multiplizieren wir nun die Relation ), P, =
1 von links mit P, und von rechts mit P, so folgt P?P, + P,P? = P, P,
also PP, = 0.

Da in beiden Féllen ¢ und r beliebig waren, kommutieren in beiden Féllen
die Bilder aller Erzeuger von Cx. O
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3 Hauptteil

Dieses Kapitel bildet den eigentlichen Inhalt der Diplomarbeit: Fiir Bei-
spiele eindimensionaler simplizialer Komplexe werden die assoziierten
Algebren bestimmt, deren K-Gruppen berechnet, einige Zy-Operationen
auf den Komplexen betrachtet und einfache Verallgemeinerungen getrof-
fen.

3.1 Ein nichtkommutativer Kreis

Als erstes Beispiel betrachten wir die folgende C*-Algebra:

3.1.0.7 Definition. Bezeichne C*(z) die universelle unitale C*-Algebra
mit einem Erzeuger z, der die Gleichung zz* + 2"z = 1 erfiillt.

Die Existenz der Algebra C*(z) kann analog wie Lemma 2.1.2.5 bewiesen
werden, folgt aber auch einfach daraus, dal wir sie in Satz 3.1.0.9 explizit
konstruieren. Die folgenden Betrachtungen zeigen, dafi man C*(z) als
einen “nichtkommutativen Kreis” auffassen kann:

3.1.0.8 Lemma. Sei I das von dem Element [z,2*| € C*(z) erzeugte
Ideal. Sei S* = {a € C||a| = 1} der Einheitskreis in C, und & € C(S?)
die identische Funktion. Dann definiert die Zuordnung z + I +— &//2
einen Isomorphismus C*(z)/I — C(S1).

Beweis: Das Element /2(z +I) € C*(z)/I ist unitér und hat als Spek-
trum ganz S' (aufgrund der Universalitéit von C*(z)). Die Behauptung
folgt nun aus dem Spektraltheorem 2.1.1.3. 0

Bevor wir die Algebra C*(z) genauer beschreiben, betrachten wir zunéchst
den kommutativen Fall:

Identifizieren wir S! mit dem Quotienten 1

[0, 1] x {+,F, = £}/ 0,.9)=0,5), (0,-)=(0F
(17+):(17$)7 (Li):(lv_

o
—O0—
~o—

o

wie im Bild rechts, so erhalten wir einen Isomor- ~——
phismus 1

C(S") = S(CH((1,-1,-1,1)),((1,1,-1,-1))).
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Wenn wir C* mit C? @ C? identifizieren und v = (1, —1) ® 1 sowie v =
1 ® (1, —1) setzen, erhalten wir einen Isomorphismus C(S') = S(C? ®
CZ% (u), (v)) via & — /T —tu+ iv/tv. Die Algebra C* ® C? ist offenbar
die universelle C*-Algebra zweier kommutierender Symmetrien. Ersetzen
wir sie durch C? x¢; C?, die universelle C*-Algebra zweier beliebiger
Symmetrien, so erhalten wir C*(2):

3.1.0.9 Satz. i) Bezeichne C*(x,y) die universelle unitale C*-Algebra
zweier selbstadjungierter Elemente x und y mit der Relation x* +
y?> = 1. Dann definieren die Vorschriften

2 (2 +iy)/V2 und xs (24 2)/V2, Yy (2 29)/(1V2)

zueinander inverse Isomorphismen C*(z) = C*(x,y).

ii) Sei X der simpliziale Komplex mit Ecken si,...,s4 und Kanten
{s1,s2}, {52,535}, {83,584}, {S4,51}. Dann definieren die Vorschrif-
ten

T \/hs, — \/ Dss, Y — \/hs, — /sy, (3.1)
hg, — ($+)2 hsy — (x—)za hg, — (y+)27 hs, — (y—)2

zueinander inverse Isomorphismen C*(x,y) = Cg. Daber bezeich-
nen xi,y, und r_,y_ die Positiv- bzw. Negativteile von x und y
(d.h. x4, y+ sind positiv, und roox_ =y, y_ =0).

i11) Bezeichne p; bzw. ¢; die i-te kanonische Projektion in der Unter-
algebra C? xcy (C1) bzw. (C1) xcy C? von C? ¢y C?, i = 1,2. Dann
definiert die Vorschrift
hsl = (1 - t)p17 h'S3 — (1 - t)p27 hSQ = tqlu h84 = tCI2 (32>
einen Isomorphismus ¢ : Cf, = S(C? xc1 C% (p1, p2), (@1, @) -

Beweis: i) Das Element a := (z+1y)/v/2 € C*(x,y) erfiillt die Relation

[(z +iy)(z —iy) + (z —iy)(z +iy)| = 2>+ y* =1,

|~

aa” +aa =

und die Elemente b := (z+2*)/V/2, ¢ := (2 — 2*)/(iv/2) € C*(2) erfiillen
die Relation

1
V4 = [(P42% 422" +22) — (PP + 27 =22 —2%2) | = 22+ 22 = 1

2
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Die Existenz der Homomorphismen folgt nun aus den universellen Ei-
genschaften von C*(z) und C*(x,y). Offensichtlich sind sie zueinander
invers.

ii) In CZ gilt by, hy, = 0 = hy,hs, und somit

(Vi = Vi) (Vi = Vi) = oy b + (g b)) = 1

In C*(z,y) folgt aus zyx_ = 0 = y,y_ die Gleichung 23 + 22 + y7 +
y2 = 2% + y? = 1. Somit definieren die Vorschriften (3.1) tatsichlich
x-Homomorphismen, und offensichtlich sind diese zueinander invers.

iii) Die Vorschrift 3.2 liefert vermoge der universellen Eigenschaft von Cg
einen x-Homomorphismus ¢. Ein leichtes Stone-Weierstra3-Argument
zeigt, dafl ¢ surjektiv ist. Injektivitit folgt daraus, dafl jede irreduzi-
ble Darstellung p : Cf, — B(H) iiber ¢ faktorisiert:

Aus der Gleichung 2% +y? = 1 in C*(z, y) folgt, da die Elemente x* und
y? zentral sind. Diese entsprechen in C’g den Elementen h,, + hy, und
hs, + hs,. Somit ist p(hs, + hs,) =: 1 — t skalar. Offenbar ist ¢ € [0, 1].
Aus p(hs,)p(hs,) = 0 folgt p(hs,) = (1 —t)P und p(hy,) = (1 — 1) P
fiir Projektionen P, und P mit P, + P, = 1 (im Fall ¢ = 1 oder nach-
folgend t = 0 spielt die Wahl von P 5 bzw. ()12 keine Rolle). Analog
ist p(hs,) = tQ und p(hs,) = tQs fiir Projektionen )7 und @2 mit
@1 + Q2 = 1. Somit faktorisiert ¢ iiber die Auswertung an der Stelle t,
gefolgt von dem durch p; — F;, ¢; — @; definierten Homomorphismus
C2*(C1 C2HB(H) U

Teil iii) des obigen Lemmas stammt aus [5], und die Beobachtung ii)
steht in [3].

3.1.0.10 Satz. Fs gilt Ko(C*(2)) = [1]Z und K,(C*(z)) = 0.

Beweis: Aus Theorem 2.2.0.20 folgt Ko(C*xc C?) = [p1]Z® [¢1]Z & [1)Z
und K (C?x¢ C?) = 0. Die Mayer-Vietoris-Sequenz zu C*(z) & S(C?x¢;
C?% (p1, 1), (qu, >) hat wegen K;({p1,1)) = K1({q1,1)) = 0 die Gestalt

0 — Ko(C*(2)) = Ko({p1, 1))®Ko({a1, 1)) — Ko(C**cC?) — K1(C*(2))

woraus die Behauptung folgt. O
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3.2 Beispiele eindimensionaler simplizialer
Komplexe

3.2.1 Bipartite simpliziale Komplexe

Alle Beispiele simplizialer Komplexe, die wir betrachten werden, fallen
in folgende Klasse:

3.2.1.1 Definition. Ein bipartiter Komplex (3; VR, Vi) ist ein endli-
cher eindimensionaler simplizialer Komplex > mit einer Zerlequng Vy, =
VRTI Vi seiner Eckenmenge, so daf

pie {{s} s € VE} U {{30,51} |5, € VE}

Wir bezeichnen den bipartiten Komplexr nachlissig auch einfach mit 3.
Fiir eine Ecke s € Vx, ist die Menge Nx(s) ihrer Nachbarn definiert als

Ns(s) = {s'eVx|s #s, {s,s} € T}

Fiir diese Klasse von Komplexen kénnen wir die assoziierte C*-Algebra
mittels folgender Konstruktion beschreiben:

3.2.1.2 Definition. Die C*-Projektionenalgebra P*(%; VY, V3b) eines bi-
partiten Komplezes 3 ist die universelle unitale C*-Algebra mit Projek-
tionen ps, s € Vx, und den Relationen

dope =1, i=0,1,

sEVi"

DPsPs' = 07 {87 8,} ¢ 2.

Im folgenden werden wir stets eine Zerlegung Vs = VR II VY fizieren und
die Abkiirzungen Ps = P*(3; V2, V) sowie Py = (ps|s € Vi) C Py
fiir i = 0,1 verwenden.

3.2.1.3 Satz. Sei (X; V2, V4) ein bipartiter Komplex. Dann besteht ein
Isomorphismus

hy — (1—1t)p,, seVy,

Cx = S(PuPLPy)  mit 0 g s eV

Beweis: Die Existenz des Homomorphismus folgt aus der universellen
Eigenschaft von C’é. Surjektivitit folgt aus einer einfachen Anwendung
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des Satzes von Stone-Weierstrafl. Injektivitit folgt daraus, dafl jede ir-
reduzible Darstellung p : C{, — B(H) iiber den Homomorphismus fak-
torisiert:

Setze

¢ => hy i=0,1

sEVEi

Da fiir zwei verschiedene Ecken s,s € V& stets {s,s'} € ¥ und somit
hshy = 0 gilt, kommutiert h, mit e, und wegen e’ +e! = 1 auch mit e!~*.
Folglich sind €® und €' zentral und p(e') =: t sowie p(e”) = 1 — ¢ skalar.
Fiir jede Ecke s € V{ ist wegen p(hs)(1 —t) = p(hs)p(e®) = p(hs)? das
Bild p(hs) Vielfaches einer Projektion Pj: p(hs) = (1 — t)P; (nutze das
Spektraltheorem). Analog ist p(hy) = tPy fiir s’ € Vi mit Projektionen
Py.

Im Fallt = 0 oder t = 1 faktorisiert p iiber den obigen Homomorphismus,
verkniipft mit der Auswertung an der Stelle t. Im allgemeinen Fall folgt
aus den Relationen der hy fiir {s, s’} & 3 sofort P;Py = 0. Aus

1:,0<Zh8> =(1—=t)> P+t > Pu
s seV s'eVy

erhalten wir schlie3lich

ZPSZ1:ZPS,.

seVQ s'eVy
Somit ist die von den P, s € Vs, erzeugte Algebra ein Quotient von

Ps. 0

Anwendung auf Baume

Eine besonders einfache Klasse von bipartiten Komplexen sind Bédume:

3.2.1.4 Definition. FEin simplizialer Komplex heifit Baum, falls er ein-
dimensional und als Graph zusammenhdngend sowie azyklisch ist, d.h.

Vs,s' € Vs s, 81}, {8, Siwty -5 {Sno1, 8} € X (3.3)

{s0,81},- -, {Si,Six1}t, -+ s {Sn-1,80} €2 = s9="++=5,-1.(34)

Der folgende Satz ist ein Spezialfall des spéter folgenden Satzes 3.2.5.3.

3.2.1.5 Satz. Sei X ein endlicher Baum. Dann ist CL. kommutativ.
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Beweis: Waéhle eine Wurzel s € V5. Fiir jede Ecke s’ € Vs sei der
Abstand ny zur Wurzel definiert als die Zahl n in Bedingung (3.3) (diese
Zahl ist eindeutig bestimmt wegen Bedingung (3.4)). Mit Vi = {s’' €
Vs | ng =1 mod 2} ist (Z; V2, V31) ein bipartiter Komplex.

Wir wenden nun den Satz 3.2.1.3 an und zeigen mittels absteigender
Induktion, daf} die Erzeuger py, s’ € Vi, der Algebra Ps. kommutieren:
Weil der Baum endlich ist, gilt fiir hinreichend grofies n

[ps, psr] =0 fiir alle 8, 8" € Vs mit ny > n und ng > n.

Seien s',s” € Vs mit ng = n und ny» = n — 1. Im
Fall {s',s"} & ¥ gilt pgypsr = 0. Andernfalls gilt fiir alle ‘
Nachbarn t € Nx(s') \ {s”} von s’ nach Induktionsvor-

aussetzung [py, p;] = 0 wegen n, = n + 1. Aus / \

Z Ds'Dt = Ps'Ps + Z Ps' Pt / ‘ \

teNx(s) teNs (s)\{s"}

folgt [ps, psr] = 0.
U

Bemerkung. Der Satz kann auf unendliche Bdume ausgedehnt werden:
Jeder endliche Teilbaum F' eines Baumes Y ist ein Retrakt von X und
liefert eine Faktorisierung C — CY, — €% der Identitiit auf Cf. Da
die Frage der Kommutativitéit beziiglich jeder Ecke lokal ist, folgt die
Behauptung fiir unendliche Bdume nun leicht aus dem endlichen Fall.

Die geometrische Realisierung eines Baumes Y ist zusammenziehbar,
somit ist nach dem obigen Satz die Algebra C’g homotopie-dquivalent zu
C. Das folgt auch aus dem nachstehenden Lemma:

3.2.1.6 Lemma. Sei X ein simplizialer Komplex und s € Vs, eine Ecke
mit nur einem Nachbarn Nx(s) = {s'}. Dann induziert die Inklusion ¢
von ¥ := ¥\ {{s}, {s,5'}} in X eine Homotopie-Aquivalenz CL, ~), CL.

Beweis: Sei m: ¥ — X' definiert durch 7|y, (s} = id und s — s’. Dann
ist m o die Identitdt auf ¥’ und folglich +* o 7* die Identitat auf C’é,. Die
Komposition 7% o 1* : Cf — C, ist gegeben durch

hgs +— 0, hg — hg+ hgy, hgr — hgr fir s’ e Vs \ {S, S,}.
Dies ist homotop zur Identitét via
hg— (1 —t)hs, hg > thy+ hy, he+— hg fiir 8" € Vg \ {s, s}

mit ¢ € [0, 1]. 0O
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3.2.2 Beispiel A

Konstruktion 1

Simplizialer Komplex A" : Assoziterte Algebra Cl.:
Ecken: universelle unitale C*-Algebra mit positi-
Sty Sy S1.nn ) Smy ven Erzeugern
h+7h—7 hlv . '7hn
Kanten:

und den Relationen
hhy = 0, i#j, (35

S
/ \ hih_ = 0, (3.6)
SC >S- h++h_+zhi = 1L (37
-Sj t

{S:I:7 51}7 EEEE {S:I:7 Sn}

Konstruktion 2

Die nachfolgende Konstruktion liefert im kommutativen Fall offensicht-
lich dieselbe Algebra:

Kommutatives Bild: Bezeichne C4, die universelle unitale C*-
Algebra mit selbstadjungierten Erzeugern

T, Y5y Un
1 @1 und den Relationen
N wy = 0. 145 (9
Yy = L (3.9)
Yn p

3.2.2.1 Satz. i) Die Vorschrift

x— \/hy —+/h_, yiHm—\/hi+n, 1<i<mn, (3.10)

definiert einen Isomorphismus Cy p, = Cgt%'

ii) Bezeichne p; bzw. ¢; die i-te kanonische Projektion in der Unter-
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algebra C? xc; C1 bzw. C1 %¢; C* von C? x¢q C". Die Vorschrift

hyr= (1—=t)p1, hor—(1—t)py, hitq,... hy = tg,
(3.11)

definiert einen Isomorphismus C’gm = S(C2*C1C”; C?%¢1C1, Clxgy
).

iti) Ko(Chn) = [1Z und K,(CL.) = 0.

Beweis: 1) Die Abbildung (3.10) tberfithrt die Relationen (3.8) und
(3.9) in (3.5) und (3.7).

i) Mit Vg, := {si,s_} und Vg := {s1,...,8,} ist der Komplex A"
offensichtlich bipartit. Man sieht leicht, dafl die Vorschrift

ps+ = P1, DPs_ > D2, DPsy /41, - -3 Ps,, 77 Qn,

einen Isomorphismus Pgn — C2? xc; C" definiert, dessen Komposition
mit dem Isomorphismus aus Satz 3.2.1.3 gerade (3.11) liefert.

iii) Folgt analog wie im Beweis von Satz 3.1.0.10. O

3.2.3 Beispiel B

Nun betrachten wir mehrere Varianten der Konstruktion eines nichtkom-
mutativen Analogons zur Einpunktvereinigung \/" S! von n Schlaufen.
Interessanterweise erhalten wir dabei stets dieselbe Algebra.

Konstruktion 1
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Simplizialer Komplex 8" : Assoziierte Algebra CL.:

Ecken: universelle unitale C*-Algebra mit positi-

s, sishsT,1<i<n, ven Erzeugern

9% )

hOu hl7hz—i_7hz_71§7'§n7

Kanten:
{so, 87} {si s}, 1<i<n und den Relationen
S hh' = 0, hh e{hi,....hEY, h#N
/\ hohj = 0, 1<j<mn,

m+§:mﬁJﬁ+hn = 1.
=1

Konstruktion 2

Kommutatives Bild: Bezeichne Cp, die universelle unitale C*-
Algebra mit selbstadjungierten Erzeugern

y]_ T1,Y1s -5 Tn,y Yn

und den Relationen

= (Y7 + 27 — v, (3.12)
= (v +ai —yi)wi, (3.13)
(3.14)
(3.15)

| 2<
<
o o o o
|

YiYj = TiTj; = YiZj, [ 7& J-

Erlduterung: In der algebraischen Geometrie betrachtet man Varietéiten V,
die durch Ideale I(V) in einem Polynomring beschrieben werden, und der
Vereinigung zweier Varietdten V7, Vo entspricht — je nach Auffassung — der
Schnitt I(V7) N I(Va) oder das Produkt I(V;)I(Va) der zugehorigen Ideale.
Dies wurde hier auf die Einpunktvereinigung von n Kreisen Vi,...,V, mit
1(V;) = (i, yi. (a2 + 32 — yj)li # J) iibertragen.
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Konstruktion 3 Sei z € S? ein ausgewiihlter Grundpunkt und bezeich-
ne ev, : C(S') — C die Auswertung an z. Dann ist C'(S* v S!) =
C(SY) ev, Vew, C(SY). Wir ersetzen nun die kommutative Kreisalgebra
C(S') durch den nichtkommutativen Kreis C*(z), und den Grundpunkt
x durch den *-Homomorphismus ¢ : C*(z) — C, z +— 1, und definieren

wir C,, := Vi C*(2).

3.2.3.1 Satz. i) Bezeichne p; bzw. g die j-te (j = 1,2) kanonische
Projektion in der Unteralgebra C* xc; C1 bzw. C1 %¢p C? des i-
ten (i = 1,...,n) Summanden C? xc; C* C @"(C? x¢ C?) (d.h.
pl = «10)*10 .,0), pb=((0,1)%1,0,...0), ¢* = (0,...,0,1%
(1,0)), ¢5 = (0,...,0,1x(0,1))). Die Vorschrift

ho — (1 —t)Zp'f, hi— (1—t)ph, hiw—tql, hy —tg, 1<i<n,
k=1
definiert einen Isomorphismus ¢p : C%n = A mit

A= S(@" (CPHcC);(pi+-- 40, Py, - - P5), &"(Clxcy C?)).

ii) Alle drei Konstruktionen liefern dieselbe Algebra: Cp,, = C’%n =
Cn.
Beweis: 1) Mit V3. == {s0,...,8,} und Vi, := {s{,s7,...s5, s, } ist

der Komplex 8" bipartit. Betrachten wir die Algebra Pegn:

Die Projektionen Dt und P kommutieren mit p,, + ps,, weiterhin kom-
mutiert p,, mit Pt + Do und folglich kommutiert auch p,, mit Dot TP
Somit haben wir eine Zerlegung Dso = Po1+- - +DPon in orthogonale Pro-
jektionen pg; := (psj P, )Psy- Man sieht nun leicht, daf} die Zuordnung

Do,i — pyiv Ps; pl27 psj = qiv ps: — q;a 1 S { S n,

einen Isomorphismus Pgn — @"(C? x¢; C?) definiert, dessen Komposi-
tion mit dem Isomorphismus aus Satz 3.2.1.3 gerade ¢ ergibt.

ii) a) Wir zeigen zuerst Cp,, = C.: Die Elemente

1—t, . T—(1—-1)7

ai == ——(py —py), bi=

1
5 (6 =), cii=5+b

von A geniigen der Gleichung

s o (1—-t)? (1 1—(1—1)? 1
> L2 = b+ ———— ) (= 4p) =0
al +ci—c Tttt 1 5T 0
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Man priift nun leicht nach, dal die Vorschrift x; — a;, y; — ¢;, 1 < i < mn,
einen *-Homomorphismus 95 : Cp, — A definiert. Surjektivitét des Ho-
momorphismus folgt aus einem einfachen Stone-Weierstra-Argument.
Injektivitét folgt daraus, daf jede irreduzible Darstellung p : Cp, —
B(H) iiber 95 faktorisiert:

Aus (3.12) folgt y;z? = z}y;, und zusammen mit (3.15) sieht man, daf}
x? zentral und folglich p(z?) skalar ist. Sei p(z?) =: (1 —t)? # 0. Dann
folgt aus (3.15) wegen z?z; = 0 = 2?y; die Gleichung p(z;) = 0 = p(y;)
fiir alle j # 4. Fiir y; folgt aus (3.13)

1 J1-(1-1)p

p(yi) = B + 5 (QF — Q%)

mit Projektionen @}, Q5 € B(H) mit @} + Q% = 1. Somit faktorisiert p
iiber ¢p, gefolgt von der Auswertung an der Stelle ¢.

Gilt p(z2) = 0 fiir alle 4, so folgt aus (3.12) p(y;) = Q' fiir Projektionen
Q',...,Q" € B(H), und wegen (3.15) ist Q'Q’ = 0 fiir i # j. Somit
faktorisiert p iiber ¥ g, gefolgt von der Auswertung an der Stelle 1.

b) Wir zeigen nun CL.. = C,: Unter dem Isomorphismus
C*(Z) = Cﬁgl = S(C2 *C1 (C27 <p17p2>a <Q1> q2>>a
2 V1 —t(pr —p2) + iV — ¢2)

aus Satz 3.1.0.9 hat ¢ die Form f +— 7(f(0)), wobei 7 : (p1,p2) — C
die Projektion p; +— 1,py — 0 bezeichnet. Nach Definition der Join-
Operation ist dann

V(e4)

I

(@) € @ (Ch) 1o(ar) =+ = 6(an) }
> S(@" (C?xgy €);C°,CY)
mit C' = @&"(C1 %¢; C?) und
C° = {((a,b1)*1,...,(a,b,) *1) € &" (C**¢c1 C1) |a,by,...,b, €C}
= (pi4-+p00s 08

O

Auf K-Theorie-Ebene sieht diese “nichtkommutative Einpunktvereini-
gung” so aus, als ob man lauter einzelne Punkte zusammenklebt, was
wieder einen Punkt ergibt:

3.2.3.2 Satz. Ko(Ch.) = [1)Z und K,(Cf.) = 0.
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Beweis: Statt zur Berechnung der K-Gruppen von C’%n das im obigen
Satz gewonnene Bild von C’%n zu verwenden und wie im Beweis von
Satz 3.1.0.10 auf Theorem 2.2.0.20 zuriickzugreifen, betrachten wir (zur
Abwechslung) die pull-back-Konstruktion 2.1.2.2 auf K-Ebene:

Setze A = C’%l und [ = ker ¢. Der Isomorphismus VgA = C’%n liefert
eine exakte Leiter

Vg

0 @1 VA C 0

L, L

0 anl anA 2L g -

mit A(X) = (A,..., ), und somit das folgende kommutative Diagramm
von K-Gruppen:

Ko(I)" Ko(Cln) Ko(C)
~ ! /
Ko(I)" — Ko(A)" — Ko(C)"

Kl(T(C)" ~— Ki(A)" =— Kj[)”

7 } N

Satz 3.1.0.10 zufolge ist die Abbildung ¢, : K¢(A) — Ky(C) ein Isomor-
phismus. Folglich ist K,(I) = 0, und wir erhalten die Behauptung. I

3.2.4 Beispiel C

Aus einem beliebigen eindimensionalen simplizialen Komplex > erhélt
man nach Aufspaltung jeder Kante in zwei neue Kanten (durch Einfiigen
einer neuen Ecke fiir jede alte Kante) einen bipartiten Komplex 3. Nun
wiére es naheliegend, das Wissen iiber die Algebra c?, zu nutzen, um die
Algebra C’g des Ausgangskomplexes zu untersuchen. Das nachfolgende
Beispiel zeigt aber, dafl die Transformation C’g — C’g, keine Homotopie-
Aquivalenz ist und die K-Gruppen éndern kann. Spéter werden wir se-
hen, dafl die Algebra C’g, stets kommutativ und isomorph zu den Funk-
tionenalgebren C(|¥'|) = C(]X]) ist.
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Simplizialer Komplex €": Assoziierte Algebra an :

Ecken: universelle unitale C*-Algebra mit positi-
51 s ven Erzeugern
A e 1)
Kanten: hi ... hy
{51,802}, ... {8, 81} und den Relationen

/ Sl\ hlh] = 0, 1< j,
Sn SZ {]72} €{1>2}7"'7{n71}7

S, Zhi = 1.
/ i=1

Aus dem untenstehenden Lemma 3.2.5.1 folgt unmittelbar

3.2.4.1 Satz. Fiir gerade n > 4 ist die Algebra Cén kommutativ und
isomorph zu C(S?). O

Zuriick zu der Eingangsbemerkung: Die oben beschriebene Operation
iiberfithrt den Komplex €* in den Komplex €8. Die assoziierten Algebren
Cé; und C’és haben aber unterschiedliche K-Gruppen, Kl(C’é) =0 #
Z=K 1(C£8) = K;(C(S")), und sind nicht homotopie-fiquivalent.

3.2.5 Mehrpunktvereinigung bipartiter Komplexe

Das folgende einfache Lemma bereitet Satz 3.2.5.3 vor:

3.2.5.1 Lemma. Sei ¥ ein bipartiter Komplex
mit einer FEcke s und einer Zerleqgung der Menge 2
Nx(s) der Nachbarn von s in disjunkte Teilmengen

Sy..... S, fir die S
(U Nz<s'>> AU N | = sk i 4

s'€S; s"€S;

(3.16)
gilt. Dann kommutiert in der Algebra Cg das
Element hg mit jeder der Projektionen g; =

D oses, s i=1,...,n.
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Beweis: Satz 3.2.1.3 zufolge geniigt es, zu zeigen, dafl in der Algebra
Py die Projektion p, mit den Elementen ¢; ==}, o po fliri=1,...,n
kommutiert. Sei

p; = Z Dsrs ]Zlaan
s"€Nx(s'),s'€S;,s"#s

Fir ¢ # j gilt wegen S; N S; = 0 erstens ¢;¢; = 0, und wegen der
Separiertheit (3.16) zweitens ¢;p; = 0. Multiplikation der Gleichungen
¢ = ¢i(ps + p;) und ps = (>, ¢i) ps von rechts mit ¢; liefert 0 = ¢;psq;
und damit psq; = ¢;psq; = Dsq;- O
Wir kommen nun zu einer Vertréglichkeitsaussage fiir push-outs bipar-
titer Komplexe und pull-backs der assoziierten Algebren.

3.2.5.2 Definition. Seien Xq und X simpliziale

Kompleze mit Ecken sb,... st € Vs, und
si,...,87 € Vs,. Die Mehrpunktvereini-
gung von o und ¥y beziiglich s}, ... sy und 51
st, ..., s ist das push-out = (D<]
Y (3.17) 0
e N sn
"% Yo V X,
N
2
wobei oy, : I"x — Xy die Einbettung der n
Ecken s}, ..., s% bezeichne, k =0, 1.
Die Mehrpunktvereinigung heifit separiert, falls
Vi<i<j<n3ke{0,1}: Ny (si)N Ny (s]) =0 (3.18)
qgilt.

Jede Einpunktvereinigung (der Fall n = 1) ist trivialerweise separiert.

3.2.5.3 Satz. Seien (Xi; Vi) VA ), k = 0,1, zwei bipartite Kompleze
mit Ecken s}, ... st € Vzok, k =0,1. Dann sind dquivalent:

i) Die Mehrpunktvereinigung ¥ := g 5oV, 21

15t separiert. ”: o
\
ii) Das von (8.17) induzierte Diagramm rechts con of
1st ewn pull-back, d.h. (3oVZ1)
ol Cf /
Cg = (C%O) ot Vor <C§1). 5
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Beweis: Fiir eine Ecke s € Vx,, bezeichne s die zugehorige Ecke in 3.
Setze 57 := 5, =5 fir 1 <j <mn.

Wir zeigen zunéchst die Implikation ii) = i):

Mit Vi = {3]s € szo 11 VEjl}, j = 0,1, ist X ein bipartiter Komplex,
und aus Satz 3.2.1.3 folgt Cg >~ S(Ps; P2, Ps). Wir konstruieren zuerst
einen Isomorphismus ¢ : Py, @ Py, — Py :

Setze e = Zsevzl ps , k = 0,1. Wenn wir zeigen koénnen, daf} die
Projektionen e undkel mit pg; kommutieren, erhalten wir eine Zerlegung
Psi = Psi€o D psier in orthogonale Projektionen, und mit

(psg>0) = Psi€o, (psao) = Dps, S€ VEO \{S(l]"">sg}’
(Oaps{) = Psi€1, (0>ps’) = Dgrs s' 6VZ1 \{S%,...,S?},

den gewiinschten Isomorphismus ¢. Dazu wenden wir das Lemma 3.2.5.1
auf den Komplex X, die Ecke 57, und die Zerlegung Nx(57) = SoI1S; mit
Sy :={3|s' € Ny, (s])}, k = 0,1, an. Die Bedingung (3.16) ist wegen der
Separiertheit der Mehrpunktvereinigung erfiillt. Folglich kommutiert ps;
mit g po fiir k= 0,1. Wegen pgips = 0 fiir s € Vi, \ Sy kommutiert
psi auch mit ZS’GVEk\Sk ps, und deswegen auch mit ey und e;.

Bezeichne ¢/ € C" den j-ten Einheitsvektor. Unter der Identifikation
Cgk =~ S(Pg,; Py, , Py, ) faktorisiert of als Auswertung an der Stelle
t = 0, gefolgt von dem *-Homomorphismus v, : ng — C", definiert
durch p; — e/ und p, — 0 fiir s € VJ \ {s, ..., s;}. Demzufolge ist

<C£o> o5 Vo <C§1) ~ §(Py, & Py,; C°,CY)

mit C' = Ph, & Ph, £ P und €0 = (P) wVar (PY,) EPL.

Wir zeigen nun die Implikation i) = ii): Angenommen, die Separiertheit
ist nicht erfiillt. Dann existieren zwei Indizes 1 < i < j < n und zwei
Ecken s, € Ny, (si) N Ny, (s)) fir k = 0,1. Nun kann in dem von den
Inklusionen ¥y, 37 — Yy V X7 = ¥ induzierten Diagramm

7

cl==-=>ci vci ok

~.

f
CEl

f
Cs,

der von der universellen Eigenschaft von Cgo Y Cgl induzierte Homo-
morphismus ) nicht injektiv sein: Die Inklusion ¢ : €* < X, definiert
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durch
81— So, Sg > 5" 83 > 81, Sq 5,

induziert einen *-Homomorphismus ¢* : Cg — €1 Setze ¢ := Zsevg hs.
Dannist t*(g) = hs,, t*(hsi) = hs,, und nach Satz 3.1.0.9 gilt [t*(hsi), *(g)] =
[y, hs,] # 0. Demzufolge ist auch [hy, g] # 0 in CL. Andererseits ist in
C’go Y C’gl das Element ¢(g) = <ZseV§; hs, 0) zentral. O

0

Daraus folgt insbesondere

3.2.5.4 Korollar. Sei (3; V2, V&) ein bipartiter simplizialer Komplex
ohne jer-Zyklen (d.h. ohne eine Einbettung €* < X). Dann ist CL kom-
mutativ.

Beweis: Falls V2 leer ist, gilt die Behauptung trivialerweise. Andernfalls
wihlen wir ein s € V3 und schreiben Y als Mehrpunktvereinigung des
Kegels
Cone, := {{s'},{s,s'} |5 € Nx(s)} U {s}
und des “Restes”
Y i={oceX|sgo}
beziiglich der Menge Nyx(s) der Nachbarn von s in X.

Nach Voraussetzung ist die Mehrpunktvereinigung separiert, und folglich
ist Cf = ¢, v Céon%. Die Algebren CY, und C’éonos sind kommutativ
(nach Induktion iiber die Anzahl der Ecken bzw. weil der Komplex Coneg

ein Baum ist), und somit ist auch CY, kommutativ. O

3.2.6 Spiegelungen “entlang” einer
Mehrpunktvereinigung

Verkleben wir zwei Kopien eines Komplexes > an denselben Punkten der
jeweiligen Kopie, so erhalten wir einen Komplex >V ¥ mit einer natiirli-
chen Z,—Symmetrie. Fiir den Fall, dafl ¥ bipartit ist, kénnen wir die
K-Gruppen des verschréinkten Produktes CY, v, % Z; einfach bestimmen.
Dazu benutzen wir folgendes Lemma:

3.2.6.1 Lemma. Sei 0 — I % A % B — 0 eine ewakte Sequenz
von C*-Algebren, und € Aut(B) ein Automorphismus der Ordnung 2.
Bezeichne a den Automorphismus (a,a’) < (a’',a) von A @ A.

i) Es ezistiert ein Isomorphismus

fa: (A A) ¥y Zo = My(A),  (a,b) + (¢, d)o — (3 g) .
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i) Die Unteralgebra A 4Vpy A C A® A ist stabil unter o.

iii) Es gibt eine exakte Leiter

0 — My(I) —L2 (A Vg A) 310 Ty P2 B sy 7y — 0

(3.19)

mit f = Msy(¢) und

v (5 5) = @) + (oo

g:b+bo (5(%’) ﬁ%))'

Beweis: i) Der Homomorphismus g4 ist die Komposition der Einbet-
tung (A® A) X Zy — My(AP A) aus Lemma 2.3.2.2 mit der Projektion
My(A® A) — My(A),

s — (G0 0~ (55
i) Wegen 2 = idp gilt

(a,a") € ApVgp A = ¢(a) = Bp(d) = Pola) = ¢(a’) = (d',a) € AV A.

iii) Bezeichne v den Automorphismus (b, ') < (8(V), 5(b)) von B & B.
Dann besteht eine exakte Leiter

0— ]@] >4 ZQ—>(A\/A)>4 Zg BXIQZQ—>O

H l lMZZ

0= (I®]) %0 Zo— (AB A) 1o Zo — 2P 2B g BY w. Zy — 0.

Einzig nicht offensichtlich ist dabei die Aquivarianz von ¢ @ 3¢ beziiglich
der Zsy-Operationen o und 7:
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Analog zu Teil i) des Lemmas erhélt man einen Isomorphismus vp :
(B® B) %y Zy = M(B),

. —s (a7b> (C’d) — a ¢
vy : (a,0) + (¢, d)o ((ﬂ(d),ﬁ(C)) w(b),ﬁ(a») (ﬂ<d> ﬂ<b>)'

Das Diagramm (3.19) erhdlt man aus der obigen Leiter, indem man
auf die Algebren (I & I) Xy Zy, (A® A) Xy Zy und (B & B) X, Z, die
Isomorphismen p;, 14 und vg anwendet. Die Homomorphismen f, g und
h ergeben sich dann aus den Kompositionen f = vpo((¢®Bd)xZy)opu,",

(g g) — (a,b) + (c,d)o

— (8(a), BOW)) + (6(0), Bold))o - (5‘5’;‘@) 6?(%)

sowie
/ / / b b/
g=vgo(AXZy): b+bo — (bb)+ (V,0)o — ( )
und h = (1 3 Zy) o p; O

3.2.6.2 Satz. Sei (3; V2, V) ein bipartiter Komplex mit Ecken s, ..., s" €
VR, so dafi Nx(s') N Nx(s?) = 0 firi # j. Auf der Mehrpunktvereini-
gung XV X beziiglich s*, ..., s" induziert die Vertauschung der beiden
Komponenten von X 11X eine Involution f. Fs gilt

Ko(Cls x5 Zy) =2 Ko(CL)@Zm, Ki(ClysxpZy) =2 Ki(CL).

Beweis: Nach Voraussetzung ist die Mehrpunktvereinigung separiert
und folglich O, = (C4) oy (CL), wobei ¢ : C — C" gegeben ist
durch hg, — p;, i = 1,...,n (dabei bezeichne p; den i-ten Einheitsvektor
in C™). Unter dieser Identifikation ist der Automorphismus f* gerade die
Einschréankung der Vertauschung 7 : (a, b) < (b, a) der Summanden von
CL @ ¢ auf die Unteralgebra C%, v € ¢ O @ CL.

Setze C' = (CL v CL) x Zy und I := ker¢ ¢ CL. Aus Teil iii) des
obigen Lemmas, angewendet auf 0 — I — C’g 2, C" = 0 mit 6 = idcn,
erhalten wir die exakte Leiter

O—>M2(])—>C—>Cn Xid Lo — 0

I | |
0 — Ms(I) = My(CL) — M>(C™) —0.



Daraus erhalten wir mit K;(C™ x4 Zo) = 0 = K;(M3(C")) die exakte
Leiter

0— K()(I) —>K0<C) _>K0(Cn Hid ZQ) —>K1(]) —>K1(C) — 0

I ! } I !
0 — Ko(I) = Ko(CL) — Ko(Ms(C™)) — K1 (1) = K, (CL) — 0.

Die von der Inklusion (C" ;4 Zs) — M5(C") induzierte Abbildung
Ko(C™ %44 Zy) — Ko(M>(C™)) sendet [p]22 auf [p], i = 1,...,n,
und ist folglich surjektiv. Die Behauptung folgt nun aus dem Vergleich
des Rénge von Ko(C" %9 Zo) = 1 B2)Z ® - @ [p,'52)Z = Z*" und

Ko(Ms(CM)) 22 27, 0

3.2.7 Beispiel D

Das folgende Beispiel zeigt

e erstens, daB die Ubereinstimmung der verschiedenen Konstruktio-
nen mittels simplizialer Komplexe und “algebraischer Kurven”, wie
sie in den Beispielen A,B und C auftrat, nicht weit geht, d.h. dafl
simpliziale Komplexe und Kurven, die im kommutativen Fall gleich
aussehen, im nichtkommutativen Fall oft unterschiedliche Algebren
liefern;

e und zweitens eine Anwendung des Satzes 3.2.5.3.

Konstruktion 1

Kommutatives Bild: Bezeichne Cp die universelle unitale C*-Algebra
mit selbstadjungierten Erzeugern

T,y

und der Relation

(2 +y*—2—3/4)(* +y*+x—3/4) = 0. (3.20)

3.2.7.1 Satz. Bezeichne p; bzw. q; die i-te kanonische Projektion in der
Unteralgebra C* xc; C1 bzw. C1 x¢y C? von C* xey C2. Setze A := /3/2.
Die Vorschrift

y — o — @),

T — <%+M> (p4—p1)+(%— V1—t2) (p2 — p3)
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definiert einen Isomorphismus
Cp = {f:[0,1] =C'»cC* | f(t) €C" fir t=0,A\1} (3.21)
mat
C%=C'%c1 Cl, C* = (p1, (p2 +ps)pas 1 @), CF = (1 +Da)s (D2 + ), @1, o).

Beweis: Existenz des x-Homomorphismus folgt aus der universellen Ei-
genschaft von Cp. Surjektivitéit zeigt man mit einem einfachen Stone-
Weierstrafl-Argument. Injektivitéit folgt daraus, daB jede irreduzible Dar-
stellung p : Cp — B(H) iiber den Homomorphismus faktorisiert: Set-
ze a = x? + y? — 3/4. Gleichung (3.20) liefert [a — x,a + x] = 0, so-
mit [a,z] = 0, und schliellich [y? z] = 0. Folglich ist y* zentral und
p(y?) =: t? skalar sowie p(y) = tU fiir eine Symmetrie U und ein Skala-
res t. Aus Gleichung (3.20) folgt dann mit Funktionalkalkiil

p@) = (3 +VI=8) (Pi— P) + (= VI= ) (- Py)
fiir orthogonale Projektionen Py, ..., Py mit P, +---+ P, = 1. O

Beweis: Die Auswertung an den Stellen 0, A und 1 liefert die exakte
Sequenz

0 — S(C'4xC?? - Cp — C'aC*pCt — 0
und somit

K(](S((C4 *C 62))2 —_— Ko(CD) _— Ko(CO S CA s> Cl)

| X

Kl(CO ) CA ) Cl) <—K1(CD) D Kl(S(C4 *C C2))2.

Einfache Anwendungen des Theorems 2.2.0.20 liefern K;(C* x¢ C?) =0
und K (C*) =0 fiir t = 0, \, 1, sowie

I

PZ & @ [pZ & [¢1]Z,
[P]Z®--- & [paZ,

[P1]Z @ [p2 + p3]Z & [pd]Z & ¢ Z,
[p1 + p3]Z @ [p2 + pa]Z & 1] Z.

12

=
2
I

I
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Bezeichne 4, : C* < C* ¢ C? die Inklusion, ¢t = 0, A, 1. Aus dem Mayer-
Vietoris-Lemma 2.2.0.17 folgt ¢ = (ix« —i0+) @ (114 — a4 ). Die Abbildung
¢ ist surjektiv:

(_[pi]v ) O) = ([pl]v 0 ) L= 17 747 (07 [ql]v [ql]) = ([ql]v 0)7
(_[pi]v _[pi]7 O) = (07 [pl] ) L= 174 (07 Ov [QI]) = (07 [ql
([pa]; [pa], [p2 + pa]) = (0, [pa]), (0, [p1], [p1 + ps]) = (0, [ps

Da links in dem obigen Diagramm Nullen stehen, ist K(Cp) = coker ¢ =
0 und Ko(Cp) = ker ¢ = Z. Man sieht leicht, daf8 [1] ein Erzeuger von
Ko(CD) ist. I

Konstruktion 2

Der folgende simpliziale Komplex ist — vom kommutativen Bild her —
eine Approximation der Kurve aus der Konstruktion 1:

Simplizialer Komplex ®:

+

Ecken: S; S

6
S~
31783783785,{:755782:757 / /S4 \
AN
Sy S3 S5

Kanten: \ AN s, e / ¥

{81,83:},{8724,82},{82:,83}, 52'/ s

{sit’ 85}7 {52’ 88}7 {séc? 57}7 r=+,—

Die folgende recht explizite Beschreibung der assoziierten Algebra C’é
macht den Unterschied zwischen den beiden langen und den beiden kur-
zen Kantenziigen zwischen den Ecken s} und s; deutlich:

3.2.7.3 Satz. Bezeichne p; bzw. q; die i-te kanonische Projektion in der
Unteralgebra C? x¢; C1 bzw. C1 %¢p C? von C? x¢y C2. Definiere x, €
C([-2,1]) durch x.(t) = max(1—|7—¢|,0). Sei A = C([—2,1], C?xcC?)
und I C A das von (x_2 + X-1)[pi, qj], ©,J = 1,2, erzeugte Ideal. Setze
B= A/l

Die Vorschrift

S1 — X-241, $3 — X141, S5 — X1 42, S7 — X-242,
5; = X-1P1q1, Sy F X-1DP241, Sér = X-1DP1q2, Sg Y X-1DP242,
sy — Xop1, S4 F XoP2
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definiert einen Isomorphismus
cf = {feB| ft)yeC firt=-2,0,1}
mit
C? =CleC’ (C°=C»Cl und C' = Clxg C
Beweis: Der Komplex ® ist offensichtlich bipartit und kann als sepa-

rierte Zweipunktvereinigung von €4 mit €® beziiglich der Punkte s, s3 €
Ves und s7, st € Vs betrachtet werden. Satz 3.2.5.3 zufolge ist C’é =

(Cé) fi)vd)’ (Cé) mit
¢ Cli— C%  hy = (1,0), he — (0,1), hy 0 fiiri# 1,3,
¢ Cl — C* hy = (1,0), hy — (0,1), hy 0 fiir j # 1,5,

Die Behauptung folgt nun mittels Standardumformungen aus den Iso-
morphismen

Cl, 2 S((C*xci C%); (C*xei C1), (Clker €?) ),
cly = 0(S") = S((C*®C?;(C*®Cl),(ClacC?)).
des vorigen Abschnittes. O

3.2.7.4 Satz. Es gilt Ko(CL) = [1]Z und K,(CL) = 72,
Beweis: Setze I := ker ¢ und I’ := ker ¢/. Der Isomorphismus C;; =

(C’é) oV (Cé;) liefert die exakte Leiter

0—=TaT of — ¢ 0

D¢

0—=I1al'—CLoCL=—>C¢C*—0.

Betrachten wir zunéchst die exakte Sequenz 0 — I’ — C’és 2o

Nach Satz 3.2.4.1 ist C%s = C(S") und I' = (SC)2. Folglich ist Ko(I') =
0, Ki(I') = Z? und das Mayer-Vietoris-Lemma zeigt, da die Index-
Abbildung Z? = Ky(C?) — K,(I') = Z? die Form (a,b) — (a —b,b — a)
hat (bei geeigneter Wahl der beiden Isomorphismen).

Betrachten wir nun die exakte Sequenz 0 — [ — C’é 22 0
Nach Satz 3.1.0.10 ist Ko(CL,) = [1]Zund K (CY,) = 0. Wegen K,(C?)
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Z? und K;(C?) = 0 folgt aus der induzierten exakten Folge von K-
Gruppen Ky(I) = 0 und K;(I) = Z. Fiir die Index-Abbildung Z? =
Ko(C?) — K,(I) = Z gilt offensichtlich [1,1] — 0. Folglich hat die
Abbildung die Form (a,b) — (a — b) (wieder bei geeigneter Wahl der
Isomorphismen).

Aus den von der exakten Leiter induzierten exakten Folgen von K-
Gruppen erhalten wir nun wegen Ko(I) = Ky(I') = 0 und K;(C?) =
K(C*) = 0 das kommutative Diagramm

(PV')«
—_—

0 — Ko(CP) Ko(C?) Ki(I) & Ki\(I') — K, (Ch) — 0.

Ay |

Ko(C?) @ Ko(C?) — K1 (1) & K (I')

Unter den obigen Identifikationen hat die untere Abbildung die Form
((a,b), (a’, b)) — ((a—b), (' =V, —a’)) und folglich die obere mittlere
Abbildung die Form (a,b) — ((a —b), (a — b,b— a)). Es folgt Ko(CL) =
[1)Z und K,(CL) = 72, O
Eine Spiegelung
Wir betrachten nun die Spiegelung des Komplexes © an der y-Achse:
3.2.7.5 Satz. Sei f: D — D definiert durch

f:D -2, S| ¢ 87, Sy <> Sz, 8385, Si b St

Dann sind die K-Gruppen des verschrinkten Produktes C’% X g+ Lo gege-
ben durch Ko(Ch x5« Zs) = [B2)Z ® [552]Z und Ki(CL - Zy) = Z.

Beweis: Wir betrachten den simplizialen Komplex ® wie zuvor als Zwei-
punktvereinigung der Komplexe €* und €%, Definiere g : €* — ¢* und
g : €% — €8 durch

93(’:4*(’:47 81+ 81, 82 <> 84, 83+ 83,

g € -, 81+ 81, S22 88, 83787, S48, S5+ Ss.

Dann sind die von g*, ¢"* und f* induzierten Zy-Operationen auf C’é, Cécg
und C’% = (CQ) oV (C’és) kompatibel mit den pull-back-Strukturabbildungen,
und Lemma 2.3.1.3 liefert

Ch %y 2y = (CQ Xge Zz) (6x122) V(¢ xZ2) (ng X gs Zz) :

o1



Setze wieder I = ker ¢ und I’ = ker ¢/. Betrachten wir die exakte Leiter

0——= (I I') xZ CL x 7, C2 X Zy
H ‘l’ ilAX]ZQ
0> (I % Zs) ® (I' % Z) ~ (Cg; . Z2> ® (cgs . Zz) = (C? % Zy) & (C2 % Zy) = 0.

0

Die Zy-Operationen auf C? rechts sind jeweils trivial, weil g und ¢’ die
Punkte sq, s3 bzw. s1, s5 fixieren, und ¢ bzw. ¢’ von der Inklusion gerade
dieser Punkte in ¢* bzw. €8 induziert sind.

Wir berechnen zunéchst die K-Gruppen von C%, x Z2 fiir n = 4, 8:

Unter dem Isomorphismus O, = S((C? %¢1 C?); (C? x¢1 C1), (Cl x¢; C?))
aus Satz 3.1.0.9 wird die Z,-Wirkung von der Involution (a, b) * (¢, d) <
(b,a) * (¢,d) von C? x¢ C? induziert. Nach Lemma 2.3.1.3, 2.3.2.2 und
3.2.6.1 bestehen Isomorphismen

Cly X 2y = S(A; A, Ad) (3.22)
mit
A=Ay xp A, B=C xZy = H3°C & 5°C,
Aa:C2 Ao ZQ §M2((C)7 Aid:(C2 NidZQ = HTUCz@l_TUCz,

wobei a(a,b) = (b,a). Offensichtlich ist K;(A;q) = K1(As) = 0. Ferner
ist die von der Inklusion B — A;4, a + bo +— (a,a) + (b, b)o, induzier-
te Abbildung Ky(B) — Ky(Aiq) injektiv. Theorem 2.2.0.20 liefert eine
exakte Sequenz

0 — Ki(A) = Ko(B) = Ko(Aa) ® Ko(Aia) = Ko(A) — 0,
und Mayer-Vietoris 2.2.0.17 zu (3.22) die exakte Sequenz
0 — Ko(CLixZs) — Ko(Aa) ® Ko(Aig) 2 Ko(A) — Ki(ClixZs) — 0.
Da die Abbildungen ¢; und 5 iibereinstimmen und K;(A) = 0 ist, folgt
Ko(Ca % Z) = Ko(B) = [52]Z. & [5°]2
und Kl(C’é4 X Zs) = 0.

In der von der exakten Sequenz

0— I3 Z— Cl 1 Zy 225 C? %1, Zy — 0

(Def. von ¢ siehe Satz 3.2.7.3) induzierten Folge von K-Gruppen ist
K1(C*x,4Z5) = 0 und Ko(C? x,47Zs) frei erzeugt von den vier Elementen
[p1227]. Folglich ist die Abbildung

((b X Zg)* : KO(Cél AN g= Z2) — KO((C2 Xid Z2)
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injektiv. Somit ist Ko(I X Zg) = 0, K1(I X Zg) = Z? und
ker (Ko(C? %0 Zs) — Ki(I x Z)) = [H2)Z®[52)Z.  (3.23)

Fiir n = 8 nutzen wir den Isomorphismus ng ~ C(S"): In der exakten
Sequenz

0= I' X Zy — C(SY) 3w Zy L2225 €2 51,4 Zy — 0
operiert Z, auf I' 2 SC ¢ SC durch Vertauschung der Summanden,
folglich ist (mit a(a,b) := (b,a)) (SC @& SC) x Zy = S(C? X, Zs) =
SMs(C) und somit Ky(I') = 0 sowie K;(I') = Z.

Betrachten wir nun das von der obigen exakten Leiter induzierte Dia-
gramm

0 — Ko(Ch % Zy) — Ko(C? x4 Zo) o= Ky (I % Zo) ® Ky (I' X Zs) — K1(CL % Zs) — 0.
fa I
KQ((C2 Xid 22)2 —>K1(I X Zg) P Kl(I/ X Zg)
Die Elemente [1£2] € Ko(C? x;q Zo) liften trivial nach CL x Z, und
gehoren folglich zum Kern von §. Andererseits zeigen die Faktorisierung
tiber das Quadrat und (3.23), daf} sie bereits ganz ker § erzeugen. Folglich
ist Ko(CLxZy) frei erzeugt von [452]. Die Behauptung iiber K (CLxZy)
folgt nun aus Ko(C? x;9Zs) = Z* und K, (I X Zy) D K (I' xZy) = Z3 (da
der Kokern der unteren Abbildung torsionsfrei ist, ist auch der Kokern
von 0 torsionsfrei). O

3.2.8 Beispiel E

Simplizialer Komplex €: Assoziierte Algebra C]é :
Ecken: universelle unitale C*-Algebra mit positiven Er-
zeugern
+ o+
B B 1
Kanten: und den Relationen
+ — . _ .
{si,s;t, li—Jjl <1 hERE = 0i# ], (3.24)
.\ ) . hihi = 0, (3.25)
A2 % (b +h) = L (3.26)
- + - 7
S— S5
(hierbei ist die Wahl von + oder - in(3.24,3.25)
jeweils nicht unabhingig voneinander zu treffen)
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3.2.8.1 Satz. Mit V = {s{,s5,s5} und Vi@ = {si,s;,85} ist der
Komplex € bipartit und Cé = S(Pe, P2, Pel )

Setze A := (C?* x¢ C?) @ C. Bezeichne p; bzw. q; die i-te kanonische
Projektion in den Unteralgebren C? xc; C1 bzw. Cl x¢; C? von A, ps =
qs die Projektion (0,1), und schliefilich e; € C* die j-te kanonische
Projektion. Definiere ¢, ¢~ : A — C? durch

¢+: Di, 4 — €4, ¢_: Di, @i — €4, 1= 17 27 37 (327)
und YT, : Pe — A durch
VT pg b P i YT P Py, Dy o Gay 1= 1,23,

(3.28)
Dann kommutiert das Diagramm

/ Yy |

Pel - L A4V, A mit ¢ =¢" V¢,
x /

und der induzierte Homomorphismus 1 : Pe — A 4+ V4 A,

p:_ = psl7L = (pi7p4—i)a pz_ = ps: = (qi>q4—i)a 1= 1a 273a (329)
st ein Isomorphismus.

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt aus Satz 3.2.1.3.

Die Identitét ¢t o)™ = ¢~ o1~ ist offensichtlich und zeigt die Existenz
von 1.

Die Injektivitdat von ¢ folgt daraus, dafl jede irreduzible Darstellung
p:Pe — B(H) iiber ¢ oder ¢~ und somit iiber ¢ faktorisiert:
Setze pi- := p+ € Pg, i = 1,2, 3. Das Element
si=(pf —pi) =pf +p; —pivi —pipl € Pe
ist fiir = 1 und ¢ = 3 zentral wegen

pizi=pf =i pipi =api, vz =0=z2pl, py =1—(pf +p3)

und analogen Rechnungen fiir [p;, 2], j = 1,2, 3. Folglich sind p(2;) und
p(z3) skalar. Wegen z1z3 = 0 gilt p(z1) = 0 oder p(z3) = 0. Im ersten Fall
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folgt p(p) = p(py) und p(p3)p(pT) = 0, so daB p iiber ¢~ faktorisiert.
Im zweiten Fall faktorisiert p iiber ¢)*.

Fiir die Surjektivitidt von ¢ sind die — offensichtlich gegebene — Surjekti-
vitdt von ¢ o1 und die Inklusion ker ¢ C 1(ker(¢ o)) hinreichend. Fiir
das zweite geniigt es wegen ker ¢ = ker ¢+ @ ker ¢~ und der Beziehung

(ker(¢ o)) D¢ (kerp™) @ v~ (ker ™)

sowie der £-Symmetrie, die Inklusion ker ¢t C ¢ (kert¢ ™) zu zeigen.
Unter dem Isomorphismus

A 5 S(My(C);C* C*) @ C, (3.30)
()0 e (o))
p2 = (1 —p1,0), @ — (1 —q,0), p3,q3 — (0,1),

aus Lemma 2.1.3.5 entspricht ¢* der Auswertung an der Stelle 0. Ein ein-
faches Stone-Weierstra}-Argument zeigt, dafi die Elemente (vgl. (3.28)
und (3.30))

v (prpipr) = ((1_02 0),0), v (pypipz) = ((O 52),0),
W (prpipy) = ((O %S) ,0), V(e pipr) = ((fs 0) ,0)

bereits ker ¢ = S(M,(C); 0, C?) 0 als Algebra erzeugen. Wegen ¢~ (p; pT ) =
0 verschwindet v~ auf allen links stehenden Elementen von Pg. O

3.2.8.2 Satz. Es gilt Ko(CL) = [1]Z und K,(C%) = 0.

~Y

Beweis: Wir berechnen zunéchst die K-Gruppen der Algebra Pe =2
A 4+ Vg4 A: Definiere ¢° : A — C? durch

P1,q2 — (07 1)a b2, q1 — (170)a Pp3,q3 — 0.

Unter dem Isomorphismus (3.30) entspricht ¢° der Auswertung an der
Stelle 1, gefolgt von der Projektion auf die erste Komponente, und ¢
der Auswertung an der Stelle 0. Folglich ist ker ¢ N ker ¢° = SM,(C),
und die Indexabbildung in der exakten Sequenz

0 — SMy(C) - A L2 32 -0
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hat beziiglich der kanonischen Isomorphismen K, (C™) = Z"™ nach Mayer-
Vietoris die Form

Ko(C?) @ Ko(C?) > ((my, ma, ms),(n1,ny)) —
(n1 + ng) — (m1 + mg) € Kl(SMQ(C)) = K()(C)

Die Abbildung
¢ AVA-SC@CaC,  (a,b) = (¢°(a), 07 (a), ¢°(b)),
liefert eine exakte Sequenz
0— (SMy(C)? = AvAZ C?aCiaC? 0.

Die zugehorige Folge von K-Gruppen liefert wegen K;(C") = 0 =
Ky(SM5(C)) die exakte Sequenz

0 — Ko(AVA) 25 Ky(C?eC*aC?) S Ko(My(C))? — Ki(AVA) — 0.

Nach obiger Bemerkung hat § (wieder beziiglich der kanonischen Iso-
morphismen Ky(C") = Z") die Form

ki U4
k2 l2 mo = ((klakZ)a(llal2al3)a(m3ym2))

lg ms
= ((ll + ZQ) — (]{71 + ]{72), (mg + m3) — (ZQ + lg))

Somit ist K1(A V A) = 0. Die Bilder der folgenden Elemente unter der
Abbildung @ (vgl. (3.29) und (3.30)),

0 1 10 0 0
pf— |1 00|, p;j—11010]|, p;f—100 1],
00 01 10
11 0 0 0 0
pp— 10 0O0), po— |1 11)], py—100 0],
0 0 00 11

erzeugen den Kern von 9. Folglich ist in der Mayer-Vietoris-Sequenz
0 — Ko(Cy) — Ko((pi, 13, 04 )@ Ko((p1,p3 03 ) — Ko(AVA) — K;(Cy) — 0
der Algebra

Ce = S((AVA); (bl p3.08), (01,12 p3))

die mittlere Abbildung surjektiv, und man sieht leicht dafl ihr Kern von
[1] erzeugt wird. O
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Eine Spiegelung

3.2.8.3 Satz. Sei f : € — € definiert durch si < s3 und sy — s;.
Dann ist K(](C@ X Zg) [1+J]Z D [1 U]Z und Kl(C@ AN g ZQ) = 0.

Beweis: Die Zo-Operation auf C’é wird von dem Automorphismus p;t —
pi_; von Pg induziert. Unter der Identifikation Pe 22 A 4+Vy- A ent-
spricht dies

(pipa—i) =07 < i = (pa—i, pi)

_l’_
(@i:qa-i) =p; < iy = (@i, @),
also der Vertauschung der Summanden. Nach Lemma 3.2.6.1 liefert die

Vorschrift (a,b) + (¢,d)o — (?Z Z) einen Isomorphismus

=z = () 15w =000 =@},
(3.31)

Unter dem Isomorphismus A 22 S(M,(C); C?,C?) @ C (vgl. (3.30)) ent-
sprechen ¢t und ¢~ den Abbildungen ¢* : (f,\) — (a,b,\) und ¢~ :
(f,A) = (A, b,a), wobei (*}) = f(0). Bezeichne  : A — S(M,(C); C?, C?)
die Projektion. Dann erhalten wir einen Isomorphismus

B = S(My(M(C)); CO ch, (3.32)

(a,b) + (c,d)o (; ZC)) ( ;)
)

mit C' = My(C?) (wobei C? — M;(C) via (a,b) — (%,

<a0 ) <CO )
COZ “ “ |CLZ',C7;E(C
Co a9

Die Mayer-Vietoris-Sequenz zu (3.32) hat wegen K;(My(C)) = K,(C°) =
K(C') = 0 die Gestalt

0 — Ko(B) — Ko(C%) @ Ko(C') — Ko(My(C)) — K{(B) — 0.

Unter den kanonischen Identifikationen Ko(C') = Ko(M,(C?)) = Ky(C?) =
Z* und Ko(C") = Ko(M,(C) @ C?) = Z3, letztere induziert von

und

ao Co
() (") ([ 9 e e
Co as c oay)’ 2 2 ’
(") (")
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hat die Abbildung i1, — i« : Ko(C?) & Ko(C') — Ko(My(C)) die Form
((m1,ma, m3), (n1,n2)) — (ng +ng) — (Mmy + mg + ms).
Folglich ist K(B) = 0 und Ky(B) = Z*.

Betrachten wir nun die Unteralgebren

B® :=((p1,p3), (P2, p2), (p3, p1)) X Zo = (pf ,p3 . pg) X Ly,
Bl = <(QI,Q3)7 (q27q2)7 (Q37QI)> X Z2 <p1 ’p2 ’p3> . Zz

von B. Da die Z,-Wirkung pf mit pgt vertauscht und pét fixiert, ist

‘—l— w‘—i—

Ko(B°) = [pT]Zz@[J

U7 & [p5 52 % ]Z,
Ko(B') = [pilZs & [p 2 152

L7 & [py 522

Unter der von den Auswertungen an der Stelle 0 und 1 induzierten Abbil-
dung Ko(B) — Ky(C°)@® Ko(C?) gehen diese Erzeuger auf die Elemente

(vgl. (3.30))

il = e~ | (00 ) (", )| = (0.0 0.0

el =l | (700,) (0, )] = (00110,
o=t [ (o Lot ) 4 (a0 = LG 0 e
) = 52— (3 (0202 )5 (0 20| =L (00000 o

Folglich erzeugen die obigen Bilder den Kern der Abbildung (i1, — do.) :
Ko(C° & C') — Ko(My(C)) und somit Ky(B).

Die Mayer-Vietoris-Sequenz zu C% x Zy = S (B; B°, B') hat wegen
K (B%) = K,(B') = K;(B) = 0 die Gestalt

0 — Ko(CL % Zy) — Ko(B® @ B') — Ko(B) — K1(CL % Zy) — 0.
Nach obigem ist K (CgxZs) = 0und Ko(CExZ,) = [$2)Za[52]Z. O
3.2.9 Verallgemeinerung — bipartite Komplexe mit

Henkeln
Im folgenden behandeln wir den einfachsten Fall einer nichtseparierten

Mehrpunktvereinigung bipartiter Komplexe — das “Ankleben eines Hen-
kels”.
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3.2.9.1 Satz. Sei X ein bipartiter Komplex mit vier Ecken s{, s, 87,8, €
Vs, so daf {s3,s5} € X und Nx(s7) = {sT,s3}. Setze

Lii={{s\, sy} {sf.s1}},  To={{si,s} €T|s#s] 7}
F3 I:F1UF2, 22 :E\FZ, 7,21,2,3

Dann ist das von den Inklusionen

induzierte Diagramm

e - (3.33)
o AN

. Cs,
J3 C£2 i

ein pull-back, d.h. das Diagramm kommutiert, und der von ji und j;
induzierte Homomorphismus j* : CL — — <C§1> Vi (ng) ist ein
Isomorphismus.

Beweis: Sei Vg = VR TI V3! eine Partition von ¥ mit s; € V2 und s7 €

V3. Nach Satz 3.2.1.3 geniigt es zu zeigen, dafl das von den Inklusionen
induzierte Diagramm

le i
\
et
7322 b2

(3.34)

7)2 PE;g

u/ \u.
N % Lk

ein pull-back ist.
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Wir zeigen zunéchst, daf§ das Bild von j* : Py — Py, & Py, ganz
(7)21) i} \/Z’; ('PEQ) ist:
Setze i* := i} Vi3 : (Py,) iViz (Py,) — Py, sowie Ji, := ker ji, und
J3 := ker(i* o j*). Das Diagramm (3.34) hat dann die Form
i Peld s
\
Ps Ps/ Js.
7

Psfdy

Offensichtlich ist 7* o j* surjektiv. Daher geniigt es, die Inklusion keri* C
J*(J3) zu zeigen. Wegen keri* = kerij @ ker i} und

7 (J3) = ji(J3) @ ja(Js) D ji(J2) ® ja(J1)

geniigt es, die Inklusionen ker ¢} C ji(.Jz) und kerij C j5(J;) zu zeigen.
Nach Definition gilt fiir jede Menge I' C ¥ von Kanten allgemein

ker (PE - PZ\F) = (psps’> Ps'Ps | {57 Sl} € F)
Angewendet auf I's = I'y U I'y erhalten wir J3 = J; + Jo und somit

];(Jg) = Jg/Jl = ker ZT, ];(Jl) = Jg/Jg = kerz;.

Wir zeigen nun, daf jede irreduzible Darstellung p : Py, — B(H) iiber
ji oder j3 und somit iiber j* faktorisiert, woraus die Injektivitdt von j*
folgt:

Setze p; := p.+ und ¢; := p, i = 1,2. Das Element z := (p; — ¢1)?
kommutiert in Py mit D1 und ¢1 und trivialerweise mit allen anderen
ps,s € Vo \ {s5,5; }. Wegen Zsevg ps = 1 kommutiert z auch mit po
und analog mit ¢y. Folglich ist z zentral und p(z) skalar.

Im Fall p(z) = 0 folgt p(p1) = p(q1) und somit p(pig2) = p(q1g2) = 0
sowie p(gq1p2) = 0. Folglich ist J; C ker p, und p faktorisiert iiber ji.

Im Fall p(z) # 0 folgt fiir alle s € Vs, \ {s7, s5, 57,55 } aus pyz = 0 sofort
p(ps) = 0, und somit faktorisiert p iiber j;. O
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3.2.10 Beispiel F

Kommutatives Bild:

Bezeichne Cr die universelle unitale C*-
Algebra mit selbstadjungierten Erzeugern

x? y7 Z
und den Relationen

Pyt 4 = 1,
X ay ... a, = 0

(3.35)
(3.36)

falls {ay,...,a,} = {x,y, z}.

3.2.10.1 Satz. Setze R. =[0,00). Sei Q = QL UO2UOP mit
Q= {(A1, A2, A3) €RY [N = 0,507 =1}

Bezeichne m; : Q@ — R die i-te Koordinatenfunktion (A1, Ao, Ag) — A;.
Schlieflich sei u; die i-te kanonische Symmetrie in C? x¢y C% x¢p C2.
Dann definiert die Vorschrift

T TU, Y — Tolls, 2 T3Us (3.37)

einen Isomorphismus
Cr = {f:Q— C?xci C?xc1 C? | flo: C C fiiri=1,2,3}
mit CZ = <u]|j 7’é Z> C C2 *C1 C2 *C1 C2.
Beweis: Existenz des x-Homomorphismus folgt aus der universellen Ei-
genschaft von Cp. Surjektivitdt zeigt man mit einem leichten Stone-
Weierstrafl-Argument. Injektivitéit folgt daraus, daB jede irreduzible Dar-
stellung p : Cp — B(H) iiber den Homomorphismus faktorisiert: Aus
(3.35) folgt
o(y® +2°) = (y* + 2%z,

und nach Multiplikation mit y? von rechts beziehungsweise links folgt
wegen Beziehung (3.36)

vyt = yPey® = y'r.
Analoge Rechnungen zeigen, dafl z, y* und 2% zentral sind. Demzufolge
ist
p(x) =rU, ply)=sV, p(z)=tW
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fiir Skalare 7, s,t € [0,1] mit > + s? + > = 1 und Symmetrien U, V, W.
Wegen 0 = p(xyz) = rstUVW mufl rst = 0 sein. Folglich faktorisiert p
wie behauptet. O

3.2.10.2 Satz. FEs gilt Ko(Cr) = [1]Z und K,(Cr) = Z".

Beweis: Die Auswertungen evq, evy und evs an den 3 Einheitsvektoren
liefert eine exakte Sequenz

0— SC'® SC? @ SC® — Cp 220, (1) @& (us) @ (ug) — 0,

und diese liefert eine 6-Term-Folge von K-Gruppen, deren interessanter
Teil die Form

0 — Ko(Cr) — Ko(®i(us)) — Ko(;C07) — K1(Cp) — 0
hat. Unter den Identifikationen

Ko((w) = [Hzel]z = 22, Ky ((ui) = 0,
Ko(C9) = [Pz e [FRRIZe )2 = 2°,  Ki(C) =0

(wobei ug := uy und us := uy gesetzt wurde) hat die mittlere Abbildung
nach Mayer-Vietoris die Form

7.2 73 © 73
o © — e o
72 © 77 73
mit
(ah b1) s (a2, —ay, by — bl) (ah —ag, by — bs)

(az,bs) (as,bs)

Folglich ist ihr Kern frei erzeugt von ((0,1), (0,1), (0,1)), und der Kokern
isomorph zu Z*. O

(a3, —ag, by — bz)-

Eine Drehung mit Periode 3

3.2.10.3 Satz. Die Vorschrift x — y, y +— z, z — x definiert einen Au-
tomorphismus ¢ von Cr der Ordnung 3. Die K-Gruppen des verschrdnk-
ten Produktes Cpx4Z3 sind Ko(Cpx3Zs3) = [1]Z und K1(CrxyZ3) = Z2.

Beweis: Setze B := C? x¢; C? x¢; C2. Unter dem Isomorphismus (3.37)
aus Satz 3.2.10.1 entspricht ¢ der Abbildung f — a o f o f mit

a: B — B, axbxcr—cxaxb
und 6 - Q7 (>\17)‘27)‘3) = (>\27)\37)\1)’
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Sei £ = exp(2mi/3) und bezeichne (Cr); den Eigenraum von ¢ zum
Eigenwert &/. Offensichtlich ist jede Funktion f € (Cp); durch ihre Re-
striktion auf Q2 eindeutig bestimmt und geniigt der Gleichung

gjf(oa 170) = (¢f)(07 170) = a(f(ﬁ(07 170))) = Oz(f(l,0,0)).

Folglich liefert der Isomorphismus Cr x4 Zs = ((Cr);—i):; aus Lemma
2.3.2.2, gefolgt von der Restriktion auf Q3 2 [0, 1], einen Isomorphismus

Cr ¥y Zs — {(fij)ij:[0,1] = Ms(C®) | fi;(0) € (u1), fij(1) =& a(fi;(0)) }
= {F:[0,1] = M5(C®) | F(0) € M3((u1)), F(1) = Ua(F(0))U*}
= A

mit U = diag(1,¢,&%). Setze D = M (S(C?%; (u1), (u2))). Die Auswer-
tung an der Stelle 0 und 1 liefert eine exakte Leiter

0 — S(M;(C?)) A M;({u1)) — 0

H ‘/ lid@(ad U)oc

Die zugehorige Folge von K-Gruppen (fiir die untere Zeile eine Mayer-
Vietoris-Sequenz) liefert wegen K (Ms({u,))) = K;(C?) = 0 und K, (M3(C?)) =
K1(C? x¢y C?) = 0 sowie (ad U), = id das kommutative Diagramm

K0(<U1>) K() 03) —>K1(A) — O

Ko((u1)) ® Ko((uz)) ——=Ko(C?)

Die Abbildung ¢ := (i1« — ig«) © (id @ ) sendet die beiden Erzeuger

[+£4] und [1] von Ko({u1)) auf [2£22] — [2£4] bzw. [1] — [1] = 0. Somit
ist Ko(A) = kert = [1]Z, und wegen Ko(C®) = [HU)Z @ [F£2]Z ¢ [1])Z
schlieBlich K;(A) & coker: = Z2. O

Man kann das Resultat vielleicht so interpretieren, daf§ ein Z-Summand
von Ky(Cr) von der Gestalt des Trigerraumes 2 & S' stammt, wihrend
der restliche Z*-Summand von den jeweiligen Algebren auf Qf, i =
1,2, 3, beigetragen wird. Die durch (8 definierte Z3-Operation auf €2 ist
frei, somit ist (wie in der Einleitung angedeutet) K;(C(Q2) x5 Z3) =
Ki(C(Q/Z3)) = K1(C(S')), was einen Z-Beitrag zu K;(Cr x4 Z3) lie-
fert, withrend die Beitriige der drei Algebren auf Q' aufgrund der “Tran-
sitivitdt” von « zu einem Z-Summanden zusammenfallen (um dies zu
prézisieren, konnte man Erzeuger der jeweiligen Gruppen explizit auf-
schreiben.)
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3.3 Eine Klasse universeller C'*-Algebren, die
von Projektionen erzeugt werden

Wie wir gesehen haben, ist bei der Untersuchung eines bipartiten Kom-
plexes X die zugehorige Projektionenalgebra Py das eigentlich interes-
sante und nichttriviale Objekt. In diesem Abschnitt betrachten wir eine
deutlich eingeschrinkte Klasse universeller Algebren, welche von Projek-
tionen erzeugt werden, fiir die wir eine induktive Konstruktionsvorschrift
gewinnen. Unter Annahme der Giiltigkeit der Vermutung 2.2.0.19 lassen
sich daraus allgemein die K-Gruppen der Algebren berechnen.

3.3.1 Zweiklassengraphen und ihre C'*-Algebren

Wir betrachten C*-Algebren, welche von Projektionen mit vorgegebe-
nen Relationen der Form [p,q] = 0 und pg = 0 erzeugt werden. Diese
Relationen kénnen wir in einen Graphen kodieren:

3.3.1.1 Definition. e Fin Zweiklassengraph ist ein Tripel G = (G, G1, G3),
bestehend aus

— einer endlichen Menge Gy von Fcken,
— einer Menge G von Kanten {g, g’} mit g # ¢' € Gy,

— und einer Teilmenge Gy C GGy ausgezeichneter Kanten.

e Seien Ny C Ny C Gy und gy & Go. Die Erweiterung von G um
eine Ecke gy beziiglich (N1, Ny) ist der Zweiklassengraph G' mit

Gl = GoU{go} und G =GU{{g,9}lg € N;}, i=12.

e Sei N C Gy eine Menge von FEcken. Der von N erzeugte Unter-
graph (N) =: G’ von G st definiert durch

Gy = N, G;={{n,n'} €G; | n,n' e N}, i=12.

e Die C*-Algebra Pg ist die universelle unitale C*-Algebra mit Pro-
jektionen py, g € Gy, und den Relationen

[pg: 0] =0 falls {g,9'} € G1,  pyp, =0 falls {g.9'} € Ga.

Man kann auf kanonische Weise Morphismen zwischen Zweiklassengra-
phen definieren und die Zuordnung G +— Py zu einem kontravarianten
Funktor fortsetzen. Insbesondere erhélt man zu jedem Zweiklassengra-
phen G und jedem vollen Untergraphen (N) von G, der von den Ecken
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N C Gy aufgespannt wird, einen *-Homomorphismus Pg — Pyy. Das
nachfolgende Lemma besagt, dafl man die Zuordnung G +— Pg auch zu
einem kovarianten Funktor fortsetzen kann, wenn man sich bei den Mor-
phismen auf Einbettungen voller Untergraphen (N) < G beschrinkt:

3.3.1.2 Lemma. Sei G ein Zweiklassengraph und N C Gy eine Teil-
menge von Ecken. Dann existiert ein x-Homomorphismus

) e N7
resq vy : Pa — Py, Dy { %97 g EgGo \ N,

und seine Einschrinkung auf (1, p,|n € N) C Pg ist ein Isomorphismus.

Beweis: Die Existenz von resg (v folgt direkt aus der universellen Ei-
genschaft von Pg.

Die Einschrankung auf (1,p, |n € N) C Pg ist ein Isomorphismus: Aus
der universellen Eigenschaft von Py gewinnt man mit der Vorschrift
Pn — Pn,n € N, sofort ein Inverses. O

3.3.2 Induktive Konstruktion der C'*-Algebra eines
Zweiklassengraphen

Im folgenden geben wir eine induktive Konstruktion der C*-Algebra ei-
nes Zweiklassengraphen und gewinnen daraus eine Formel fiir deren K-
Gruppen.

3.3.2.1 Satz. Sei G ein Zweiklassengraph und G’ die Erweiterung von
G um eine Ecke go beziiglich der Ecken (N1, Ny), Ny C Ni C Gy. Setze
Ng == N1\ Ny und res := resnyn,) @ Py — Py Wir fassen
P,y gemdfs Lemma 3.3.1.2 als Unteralgebra von Pg und vermége der
Einbettung

(pmo)a n e N2>

idPres
P(N1> @P<Ns>7 Pn — { (pmpn>7 n e N,,

J :P(N1>

als Unteralgebra von Pin,y ® Pn,y auf. Dann gilt

Po = (Pg) *(p )(P<N1>@P<NS>), (3.38)

(N1)
wobei py, dem Element 1% (0,1) entspricht.

Beweis: Wir zeigen, dafi die Algebra rechts in Gleichung (3.38) die uni-
verselle Eigenschaft besitzt, durch die Pg definiert ist: Sei A eine unitale
C*-Algebra mit Projektionen ¢y, ¢ € Gy, welche den Relationen

4,971 = 0 falls {¢',¢"} € G, 4y =0 falls {¢',¢"} € G
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geniigen. Wir miissen zeigen, dafl genau ein unitaler x-Homomorphismus
(PG>*7)<N1> (P<N1> & 77<N5>) — A mit pyx1+ gy, g € Gy, und 1%(0,1) —
(g, €xistiert.

Der universellen Eigenschaft von Pg zufolge definiert p, — q,, g € Go,
einen (eindeutigen) unitalen *-Homomorphismus ¢ : P — A.

In A kommutiert die Projektion gg, mit ganz ¢(Pin,y) = (¢n | n € Ny)
sowie ¢(Pn,y) C ¢(Pnyy), und somit definiert die Vorschrift

(C> d) = (1 - QH())¢(C) + QH()¢(d)a ce P<N1)> de P(Ns)?

einen unitalen *-Homomorphismus ¢ : P,y @ P,y — A. Fiir alle
n’ € Ny ist (1 — qg,)qn = ¢n, und folglich gilt fiir alle n € N;

oi _ Y(pn,0) = (1 - q90>¢<pn> ne€ Ny, | _
voslen) = { V(Prpn) = (1= dg)0(Pn) + ¢400(Pn), 1 € N, } = Olpa).

Somit erhalten wir einen +-Homomorphismus ¢t : (Pg)*p,y, (Povyy @ Povy) —
A, der jedes pgy, g € Gy, jeweils auf g,, und 1% (0, 1) auf ¥((0,1)) = 1qy,
abbildet. Da die Elemente p,, g € Gy, und das Element 1« (0, 1) zusam-
men mit der 1 bereits die Algebra (Pg) *p,y (Pvyy @ Piw,)) erzeugen,
ist der *-Homomorphismus eindeutig durch die Bilder dieser Elemente
bestimmt. 0

3.3.3 K-Gruppen der C'*-Algebra eines
Zweiklassengraphen

3.3.3.1 Definition. Se: G ein Zweiklassengraph. Sei

Cu(@) == {{g1,. ., 9u} € Gox---xGol{gi, g5} € G1\G fir alle i # 5}

die Menge der n—Cliquen des durch (Go, Gy \ G2) gegebenen Graphen
(mit Co(G) := {0} ), und

deg,(G) = |CW(G)| sowie deg(G) := Y _deg,(G)

(beachte degy(G) = 1).

3.3.3.2 Satz. Sei G ein Zweiklassengraph. Unter Annahme der Vermu-
tung 2.2.0.19 ist K\(Pg) = 0 und Ko(Pg) = 78S frei erzeugt von
den Elementen [py, - - - pg.| mit {g1,...,9n.} € Co(G), n > 0.

Beweis: Wir beweisen die Behauptung induktiv iiber die Anzahl der
Ecken unter Verwendung der Konstruktion des vorigen Satzes 3.3.2.1.
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Die Behauptung gelte fiir den Zweiklassengraphen G. Sei G’ die Erweite-
rung von G um eine Ecke g beziiglich der Ecken (N7, N3), No C N7 C G.
Nach Satz 3.3.2.1 ist Per = (Pg)*py,, (Pivi) ® Piv,y) mit Ny = Np\ Ny,
und nach Vermutung 2.2.0.20 haben wir eine exakte Sequenz

Ko(Pv,y) — Ko(Pa) © Ko(Pvyy) © Ko(Piwv,y) — Ko(Per)

| |

K1 (Par) =—— K1(Pc) © Ki(Pvyy) © Ki(Pv,y) =— Ki(Povy))-

Die Abbildungen oben links und unten rechts sind offensichtlich injektiv,
folglich sind die vertikalen Abbildungen 0 und K,(Pg) = K.(Pg) @
K.(Pw.,y)-

Nach Induktionsvoraussetzung ist K (Pe) = K1(P,)) = 0 und Ko(Pe)®
Ko(Pn,y) frei erzeugt von den Elementen [(py, - - - pg,, 0)] mit {g1,..., 9.} €
Con(G) und [(0, pg; - - pgr. )] mit {gy, ..., g,} € Cn({Ns)). Die Inklusions-
abbildungen Pg — Pgr, a — ax1, und P,y — Per, b— 1x(0,b), senden
pg; auf p,, beziehungsweise p,; auf (pgpgg) und somit die obigen Erzeuger

auf [pm e 'pgn] beziehungsweise [(pgpg’l) T (pgpg,’)] = [pgpg’l e 'pg;]- Die
Behauptung folgt nun aus

Cn(G/) = Cn(G> U { {gvgiv e 79;—1} ‘ {917 te 79;—1} S Cn—1(<Ns>> }7

und
degn(G') = degn(G) + degn—1((Ns)).

O

3.3.3.3 Definition. Sei G ein Zweiklassengraph. Der saturierte Zwei-
klassengraph G° ist definiert durch

Go=Go, Gi={{g.gHg#9d €Go}, G5=Gi\(Gi\G2) = (G \ G1)UGo.

3.3.3.4 Korollar. Sei G ein Zweiklassengraph.

i) Die Algebra Pge ist kommutativ: Pge = Onenoec,(@)C.

i) Der durch py — p, definierte Homomorphismus Pg — Pge liefert
einen Isomorphismus Ko(Pg) = Ko(Pge).

Beweis: 1) Klar. ii) Nach Definition ist Gf = Gy und G{\ G§ = G \ Ga,
folglich ist C,,(G) = C,,(G°). Die Behauptung folgt nun aus dem obigen
Satz. O
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4 Schiuf3

4.1 Offene Fragestellungen und
AbschluBbemerkungen

Die folgenden Fragen und Beobachtungen kénnten Ausgangspunkte fiir
weitere Untersuchungen sein:

o Struktur von Projektionsalgebren Psx, bipartiter Kompleze Y Diese
Algebren treten nach Satz 3.2.1.3 bei der Betrachtung bipartiter
eindimensionaler Komplexe in natiirlicher Weise auf. Folgende Fra-
gen liegen nahe:

— Lassen sich die K-Gruppen dieser Algebren rein kombina-
torisch aus ¥ ableiten, wie dies etwa fiir die Algebren von
Kommutatorgraphen der Fall ist (vgl. Satz 3.3.3.2)7?

— Ko6nnen diese Algebren induktiv “explizit” konstruiert wer-
den, parallel zu Satz 3.3.2.17

— Wie wirken sich Konstruktionen auf der Ebene der bipartiten
Komplexe auf die assoziierten Algebren aus (Aussagen der
Art von Satz 3.2.5.3)7

o Struktur der Algebren eindimensionaler Kompleze: Die Klasse bi-
partiter Komplexe kann als Spezialfall der folgenden Situation be-
trachtet werden:

Sei m : ¥ — B eine Surjektion bipartiter Komplexe derart, dafl
keine Kante in ¥ auf eine Ecke in B abgebildet wird, d.h. fiir
{s,5'} € ¥ mit 5 # & gelte stets m(s) # 7(s'). Ferner sei €%, kom-
mutativ, und fiir jede Einbettung f : €* — X sei die Menge der
Bildpunkte {m o f(s1),..., 7m0 f(s4)} zwei-elementig (den Voraus-
setzungen nach kann sie nicht 1- oder 4-elementig sein). Dann folgt
aus Lemma 3.2.5.1, dafl die Elemente

g = hy € CL
(b)

ser—1
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fiir alle b € Vg zentral sind, und analog zu Satz 3.2.1.3 zeigt man,
daB CY, isomorph zu der C*-Algebra

{f:1B| =P | f(z) € {ps | s € 77 }(b)) fir = [b],b € B,
f(z) € (ps|s€nt({b¥'})) fiir x € |b,V/| mit {b,0'} € B},

ist, wobei |B| die geometrische Realisierung des Komplexes B, |b|
die Realisierung der Ecke b und |b,b'| die der Kante {b,b'} € B
bezeichnet, und schlieflich P die universelle unitale C*-Algebra
mit Projektionen p,, s € Vs, und den Relationen

Y poo=1, beV,
(b)

sen—1

psps = 0 falls nicht {s,s'} € &
ist.

o Algebren von Zweiklassengraphen: Sei G ein Zweiklassengraph, auf
dem eine zyklische Gruppe Z, operiert. Lafit sich die induktive
Konstruktion der Algebren P aus Satz 3.3.2.1 (unter etwaigen Zu-
satzvoraussetzungen an die Gruppenwirkung) auf das verschriankte
Produkt Pg % Z,, ausdehnen?
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